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Notations

Espaces fonctionnels :

I CR : un ouvert ;
LP(I) : espaces de Lebesgue ;

WPa(I) : espaces de Sobolev ;
HO(I) = W(I) ;
C(I,R) : ensemble des fonctions continues de I dans R ;
Ce(I) : ensemble des fonctions continues et & support compact ;
L(X) : espace des opérateurs linéaires continus de X dans X ;
K(X) C L(X) : sous-espace fermé des opérateurs compacts ;

X, : cone positif de X un ensemble ordonné.
Opérateurs :

A:D(A) C X — X : un opérateur linéaire ;
D(A) : domaine de l'opérateur A ;
D(A) : adhérence de D(A) dans X ;
Ajiny : restriction de l'opérateur A a I'ensemble L*(1)

{TA(t) }s50 ou {1} >0 @ semigroupe généré par A ;

o(A) : spectre de 'opérateur A ;
p(A) : ensemble résolvant de A ;

o,(A) : ensemble ponctuel de A ;
s(A) : borne spectrale de A ;

ro(A) : rayon spectral de A ;

wo(A) : type (ou taux de croissance) de A ;

wess(A) : type essentiel (ou taux de croissance essentiel) de A ;
|

“|less : morme essentielle.

sign(f(s)) = f(s)/[f(s)] si f(s) # 0 et O sinon ;
xr : fonction indicatrice sur [ ;
Osf @ dérivée partielle de f par rapport a s ;
) : support de f ;
® : semiflot ;
w(z) : ensemble w — limite de z.
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Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Motivation

Déterminer I’évolution d'une population au cours du temps intéresse depuis longtemps
les biologistes et les mathématiciens. Une des premieres modélisations mathématiques
remonte en effet au XII®™® siecle avec la description par Leonardo Fibonacci du com-
portement d’une population de lapins a l'aide de suites récurrentes. Cette branche de
I’écologie appelée dynamique des populations possede de nombreuses modélisations ma-
thématiques (voir les livres de Hillion [78], Bacaér [8] ainsi que de Ianelli et Pugliese
[85]). La grande majorité des modeles étudiés (Malthus, Verhulst, Lotka-Volterra pour
ne citer que quelques-uns des plus connus) utilisent des Equations Différentielles Ordi-
naires (EDO) ou la variable en jeu est t, le temps qui est supposé continu. Cependant,
comme chaque modélisation, celle-ci a ses limites. Dans les modeles cités ci-dessus, les
caractéristiques intrinseques de la population décrite sont négligées : tous les individus
sont supposés avoir le méme taux de mortalité, de reproduction... mais on peut supposer
que ces phénomenes different d’un individu a 'autre selon une caractéristique qui lui est
propre (age, taille, poids, position dans 'espace ou encore sa charge d’infection). On peut
ainsi augmenter le nombre d’équations et étudier des systemes a compartiments comme
en épidémiologie avec les modeles SI, SIR ou les individus peuvent étre sains, infectés ou
guéris.

On peut également considérer que la variable par laquelle on veut distinguer les indivi-
dus est continue et on parlera alors de modéle de population structurée qui est au coeur de
cette these. Un nombre important de travaux sur ce sujet est présent dans la littérature
et on peut en trouver une introduction dans les livres de Charlesworth [26], Diekmann et
Metz [106], Cushing [32], Iannelli Martcheva et Milner [83]. On retrouve des applications
en épidémiologie dans les livres de Magal et Ruan [101], de Brauer et Castillo-Chavez [21],
dans celui de Iannelli et Milner [84] ainsi qu’en démographie avec le livre de Inaba [86].

Dans cette these, nous étudions différents modeles de populations structurées. Ce
travail est organisé en trois parties. Premierement, nous allons considérer deux modeles
s’écrivant a l'aide d’équations de transport. L'un reprend les équations de Lotka-Volterra
ou la proie est structurée selon son age :

O (t,a) + Ogz(t,a) = —p(a)z(t,a) —yt)y(a)z(t, a),
y'(t) = ayt) [y v(a)z(t, a)da — dy(t), (1.1)
z(t,0) = [o° B(a)x(t,a)da,

>
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pour a,t > 0 et une condition aux bords non locale de type intégrale. L’autre modélise
I’évolution d’une population de cellules structurée en taille, pouvant entrer dans un état
de quiescence, a l'aide du systeme couplé

Opur(t, s) + Os(m(s)ui(t,s)) = —cr(s)ui(t,s) + ca(s)ua(t, s) — u(s)ui(t, s)
+ Jo" B(s, y)ur(t, y)dy, (12)
Orus(t, s) + Os(12(s)ua(t,s)) = ci(s)uilt,s) — ca(s)ua(t, s), '
U1 (t, O) = Ug(t, 0) = O,

pour 0 < s <m < oo, t >0 et des conditions aux bords de Dirichlet. Dans la deuxieme
partie, nous étudions un modele de transport/diffusion qui décrit I’évolution d’une popu-
lation d’individus structurés en taille :

Oru(t, s) + 0s(V(s)ult, s)) = Os(d(s)0s(ult, s))) — p(s)ult, s)

+ Jo" B(s,y)u(t,y)dy, (13)
[0s(d(s)0su(t, s))],_g = bodsu(t,0) — cou(t,0), ’
[0s(d(s)0su(t, s))],—,, = —bmosu(t,m)— cpu(t,m),

pour 0 < s <m < oo,t > 0 et des conditions aux bords de Feller. Une troisieme partie
est consacrée a I’analyse du modele de Lotka-Volterra a retard

{ a'(t) = Boe Tx(t — 1) — pox(t) — Yoz (t)y(t), (1.4)
y'(t) = ayx(t)y(t) — oy(t), '

pour t > 0,7 > 0. De ces modeles, nous allons nous intéresser a deux aspects :
e le caractere bien posé du probleme;
e le comportement en temps long des solutions.

Une description sommaire des principaux résultats de cette thése se trouve dans la Section
1.6.

1.2 Sur les équations de transport

Avant de présenter nos résultats, nous faisons un petit tour d’horizon de la littéra-
ture connexe. Lorsque la variable structurante est continue, on est amené a étudier une
Equation aux Dérivées Partielles (EDP) de type transport (voir Sharpe et Lotka [132],
McKendrick [105] et Von Forster [150]) de la forme

Owx(t,a) + 0uz(t,a) = —p(a)z(t, a), (1.5)

ou x(t,a) représente la densité de population a l'instant ¢ > 0 et d’dge a € (0, amax)-
Les fonctions 8 et p étant respectivement les taux de reproduction et de mortalité des
individus, la prise en compte des naissances ainsi que la condition initiale conduit a
I’équation connue sous le nom de McKendrick-Von Forster

Owx(t,a) + Opz(t,a) = —pla)z(t,a),
2(0,a) = zo(a), (1.6)
z(t,0) = /0 Bla)x(t,a)da,
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ou (t,a) € Ry X [0, amayx|. Cette EDP a été largement étudiée entre autre par Gurtin
et MacCamy [63], Webb [153], Metz et Diekmann [106], Thieme [142], Perthame [122],
Magal et Ruan [101].

Considérons maintenant que la variable structurante est la taille que 1'on va noter
s € [0, Smax] OU Spmax < 400 est la taille maximale. Puisque celle-ci n’évolue pas forcément
a la méme vitesse que le temps, on va noter v(s) le taux de croissance d’'un individu de

taille s, i.e.
ds

T dt

et ’équation de transport (1.5) devient alors

v(s)

Orx(t, s) + 0s(y(s)x(t,s)) = —u(s)z(t,s).

Cette équation a été obtenue par Sinko et Streifer [134] en supposant de maniére plus
générale que les individus sont structurés a la fois en dge et en taille. Contrairement au
cas ou la variable structurante est ’age, on peut supposer qu’aucun individu ne nait avec
une taille nulle et donc considérer une condition aux bords de type Dirichlet en s = 0. Le
terme de reproduction apparait ainsi directement dans I’équation de transport sous forme
intégrale :

Oua(t, ) + Du(1(s)a(t. ) = —p(s)a(t. ) + [ B(s,alt.5)dy,

ou [3(s,y) représente le taux avec lequel un individu de taille y produit un individu de
taille s. Pour plus de littérature sur les modeles structurés en taille, on pourra regarder
[5, 106, 155] ainsi que les références a I'intérieur.

Lorsque 'on modélise une densité d’individus, une propriété fondamentale qui inter-
vient est celle de la positivité des solutions. Un cadre qui apparait alors naturellement pour
I'étude de ces modeles est I'espace de Lebesgue L! afin que la quantité totale d’individus
définie pour (1.6) par

X(t) = /0 " (t a)da

soit finie a chaque instant ¢ > 0. Par conséquent, on se placera par la suite dans un espace
LY, ).

1.3 De la diffusion en dynamique des populations

1.3.1 Les équations de transport/diffusion

Sous certaines considérations, on peut étre amené a rajouter de la diffusion dans ces
équations de transport. On peut en effet prendre en compte le déplacement des individus
dans 'espace et se retrouver avec un modele de réaction-diffusion. De telles applications
biologiques sont apparues avec les travaux de Kolmogorov, Petrovskii et Piscunov [88],
puis on pourra regarder les livres de Skellam [135, 136], Okubo [114] et de Murray [112]
pour une introduction a ce type de modele. On peut également noter les travaux de Ducrot
et Magal [40] sur des modeles structurés en age d’infection et en espace, ou de la diffusion
spatiale permet d’obtenir I'existence d’ondes de propagation.

7
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On peut également incorporer de la diffusion dans des modeéles structurés par un trait
morphologique pour décrire des variations qui peuvent apparaitre par exemple dans la
croissance des individus. Considérons par exemple une population d’individus structurés
en taille. On peut alors supposer que la croissance ne se fait pas de maniére universelle
(a l'inverse des modeles structurés en age ou chaque individu vieillit a la méme vitesse)
mais varie de maniere aléatoire : certains grandissent plus vite, plus tot, etc.

Le premier modele avec de telles considérations provient de 'article de Waldstétter,
Hadeler et Greiner [151] dans un contexte épidémiologique avec un cadre mathématique
hilbertien. On peut également citer 'article de Milner et Patton [107] ot une étude nu-
mérique est effectuée avec une comparaison des solutions obtenues avec des modeles sans
diffusion. Langlais et Milner [90] ont ensuite donné un résultat de génération du méme mo-
dele. Par la suite, Chu, Ducrot, Magal et Ruan [27] ont introduit de la diffusion (constante)
dans un modele de population structurée en taille en montrant ’existence d’une bifurca-
tion de Hopf. Hadeler [70] a obtenu de maniére plus générale 1’équation

Oru(t, s) + 0s(v(s)u(t, s)) = 0s(d(s)0su(t, s)), s >0, (1.7)

ou il fait essentiellement une discussion sur le choix de la condition aux bords a choisir.
L’analyse d’une telle équation (avec en plus un terme de mortalité et de reproduction) a
été initiée par les travaux de Farkas et de Hinow [51] en domaine borné, avec un résultat de
génération dans L' et une étude du comportement de croissance exponentielle asynchrone.
Nous reviendrons dessus dans la Section 1.4.4.

Dans un contexte épidémiologique, Calsina et Farkas [24] ont étudié un modele non-
linéaire de transport/diffusion en montrant le caractére bien posé du probléme dans L!
ainsi qu’en faisant une étude de stabilité des équilibres dont ils ont au préalable cherché
I'existence. Les mémes auteurs ont également analysé dans [25] un modele SI avec une
équation de diffusion non linéaire pour les individus infectés et une EDO non linéaire
pour les individus sains (ou susceptibles). Ils montrent existence et unicité de solutions
dans un cadre L' et étudient l'existence d'un équilibre endémique. Dans deux papiers,
Barttomiejczyk et Leszczynski [13, 14] ont ensuite repris le modele étudié par Farkas et
Hinow [51] et ont d’une part écrit un schéma numérique dont ils ont montré un principe
du maximum faible, puis certaines propriétés de stabilité. D’autre part, ils ont montré
un principe du maximum également pour le modele EDP, puis étudié le comportement
asymptotique des solutions dans un cadre hilbertien.

1.3.2 La condition aux bords de Feller

Afin que le probleme de transport/diffusion (1.7) soit bien posé, il faut ajouter une
condition en s = 0. Dans son article fondateur [54], Feller a donné une classification
complete de toutes les conditions aux bords possibles pour des diffusions en dimension un.
La condition aux bords ainsi dite de Feller ou de Wentzell-Robin s’écrit, pour 1’équation
(1.7), sous la forme

[05(d(s)0su(t, s))]s=0 — boOsu(t,0) + cou(t,0) =0, (1.8)

avec by et cg deux constantes réelles. Elle fait ainsi intervenir 'opérateur diffusif évalué au
bord et englobe les conditions aux bords classiques de Dirichlet, Neumann et de Robin
(voir e.g. [4]. Wentzell [157] 'a par la suite généralisée en dimension quelconque.

8
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Une importante littérature sur des équations du second ordre avec de telles conditions
aux bords est présente principalement pour 1’équation de la chaleur (voir e.g. [52] et
les références a l'intérieur). Pour des modeles issus de la dynamique des populations, le
premier article avec ce type de condition aux bords est celui de Farkas et Hinow [51].
L’objet du Chapitre 4 portera sur I'analyse spectrale de ce modele (qui a également été
étudié dans [13, 14, 24]).

Des inteprétations probabilistes de cette condition aux bords sont abordées par Feller
[55] (voir aussi le livre de Bobrowski [20, Chapitre 3]) et de nouveaux phénomenes (tels
que I’absorption au niveau de la frontiere) sont ainsi rendus possibles. On pourra regarder
l'article de Peskir [123] pour un historique sur ce sujet. On pourra aussi regarder 1'article
de G. Goldstein [62] pour une dérivation et une interprétation de conditions aux bords
générales (dont celle de Feller) dans le cadre de ’équation de la chaleur et des ondes.

D’un point de vue biologique, considérons 1’équation (1.7) et évaluons-la formellement
en s = (. L’équation (1.8) peut ainsi se réécrire sous la forme dynamique

dru(t,0) = (by — 7(0))d,u(t, 0) — (co + 7' (0))ult, 0).

Cette condition aux bords permet ainsi aux individus de taille s = 0 d’évoluer au cours du
temps. Une interprétation biologique [13] est que ces individus entrent dans un état d’in-
activité. Dans un contexte épidémiologique [24], u(t,0) représente la densité d’individus
qui ont une charge d’infection nulle, autrement dit les individus sains. Les deux classes
d’individus se retrouvent ainsi dans une méme variable u, alors que dans les modeles épi-
démiologiques SI classiques (voir e.g. 'article de Hadeler [151]), les individus susceptibles
et infectés sont séparés en deux variables différentes.

1.4 Quelques comportements asymptotiques

Dans le but d’étudier ces équations de transport, plusieurs approches ont été dévelop-
pées telles que l'utilisation de la formulation d’équations intégrales de Volterra [82, 153],
des espaces “suns and stars” [36] et enfin de la théorie des semigroupes (voir e.g. [153]).
On considere dans toute cette section 'espace de Lebesgue

X = LNQ, p)

ou (€, ) est un espace mesuré avec 2 C R" n > 1. Tout au long de ce manuscrit, nous
allons nous servir de 'approche par semigroupes (voir Section A.2 pour plus de détails)
et réécrire chaque modele comme le probleme de Cauchy semi-linéaire

u(t) = Au(t) + f(t,u(t)), t >0,

(1.9)

u(0) = wuo,
ou A: D(A) C X — X est un opérateur linéaire et f : X — X une fonction nonlinéaire.
Plusieurs rappels sont donnés dans la Section A.5. Le caractere bien posé est montré a

I’aide du théoreme de Lumer-Phillips ou I'on vérifie que A génere un Cy-semigroupe et f
est une fonction localement lipschitzienne.



Chapitre 1. Introduction générale

1.4.1 Equilibres et stabilité

Une fois que ’on a existence et unicité des solutions, on s’intéresse a leur comportement
asymptotique. Pour cela, on peut regarder s’il existe des solutions indépendantes du temps,
que P'on appelle équilibres de (1.9). On a besoin également de la notion de semiflot qui
donne la solution du probleme de Cauchy a tout t et pour toute condition initiale.

Définition 1.4.1. On appelle semiflot continu du probleme (1.9) I'application

bR, XX — X
(t,2) = Dy(2) :=u,(t)

ou u, € X est 'unique solution de (1.9) de condition initiale u,(0) = z.

Lorsque le probléme de Cauchy est non linéaire, il peut exister un (ou plusieurs) équi-
libre que 'on va noter E dans cette section. L’idée est ensuite d’étudier le comportement
des solutions au voisinage de cet équilibre en déterminant sa stabilité au sens classique,
rappelée ci-dessous.

Définition 1.4.2. Soit S C X un sous-espace fermé de X'. On dit que le point d’équilibre
E est :

1. stable (au sens de Lyapunov) si pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que pour tout
z€ X on a
|z = Ellx <n=[|®:(2) - Ellx <&, Vi=>0;

2. localement attractif dans S s’il existe n > 0 tel que pour tout z € S satisfaisant
|z — El|x < n, alors
Jim|@,(2) — E]Lx = 0 (1.10)

3. localement asymptotiquement stable dans S si E est a la fois stable et localement
attractif dans S';

4. globalement attractif dans S si pour tout z € S, ’équation (1.10) est vérifiée;

5. globalement asymptotiquement stable dans S si E est stable et globalement attractif
dans S';

6. instable s’il n’est pas stable;
7. faiblement inattractif dans S si E n’est pas localement attractif dans S;
8. fortement inattractif dans S si pour tout z € S\ F alors (1.10) n’est pas vérifiée.

De la méme maniere que pour un systeme d’EDO non linéaires, on linéarise 1’équation
semi-linéaire autour de 1’équilibre en question, puis on regarde le spectre de l'opérateur
linéarisé, qui n’est pas forcément ponctuel en dimension infinie. Ceci donnera un résultat
de stabilité globale pour le modele linéarisé, mais locale pour le systeme nonlinéaire. On
pourra regarder les Sections A.1 et A.2 pour quelques rappels sur la théorie spectrale
d’opérateurs et de semigroupes (type, type essentiel, borne spectrale, rayon spectral, etc.)
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Théoréme 1.4.3 ([153], Proposition 4.19, p. 206). On considére le probleme de Cauchy
(1.9) et on note E un équilibre de ce probléme. On dénote par Dgf la différentielle de f
au point E. Le systéme linéarisé de (1.9) est ainsi

u'(t) = (A+ Dgfu(t)
et on obtient :
1. Siwo(A+ Dgf) <0 alors E est localement asymptotiquement stable ;
2. Siwg(A+ Dpf) >0 et wes(A+ Dgf) <0 alors E est instable,

0t wo( A+ Dgf) et wess(A+ Dpf) désignent respectivement le taux de croissance (ou type)
et le tauz de croissance essentiel (ou type essentiel) de A+ Dgf.

Remarque 1.4.4. Il est important de noter ce qu’il se passe lorsque wess(A + Dgf) > 0.
Puisque

wo(A + Dpf) = max{wes(A+ Dpf),s(A+ Dpf)},

ot s(A+ Dgf) est la borne spectrale de A+ D f, alors forcément wy(A+ Dgf) > 0. En
revanche, rien n’est dit pour le signe de s(.A+ Dgf). Lorsque A génere un Cy-semigroupe
positif dans L, alors s(A+ Dgf) > 0 (puisque, dans ce cas, la borne spectrale et le type
sont égaux), ce qui implique l'instabilité de E.

Dans le Chapitre 2, nous allons nous servir de cette notion de stabilité pour donner
une idée du comportement des solutions au voisinage des équilibres pour le modéle non

linéaire (1.1). Afin d’obtenir plus de renseignements sur le caractére asymptotique des
solutions, on définit la notion d’ensemble attractif.

Définition 1.4.5. On note O, = {®4(2),t > 0} I'orbite partant d’'un point z € X et

w(z) = N{P(2),t > a}

a>0

I'ensemble w — limite de z.

Dans le Chapitre 5 nous allons étudier I'attractivité d’un équilibre non trivial pour le
modele (1.4) grace aux fonctions de Lyapunov dont on rappelle la définition.

Définition 1.4.6. Soit D C X un sous-espace fermé de X. Une fonction L : X — R est
dite de Lyapunov D si

1. L est continue sur D ;

2. la fonction ¢t — L(®,(z)) est décroissante pour tout z € D.

11
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1.4.2 Quelques mots sur le R

Lors de I'étude de modeles issus de la dynamique des populations, une question fon-
damentale que se posent en particulier les biologistes est de savoir si les populations vont
s’éteindre et disparaitre ou au contraire subsister. Une notion qui apparait alors régulie-
rement dans la littérature est celle de “Ry” (voir I'article de Heesterbeek [75] pour un bref
historique). Considérons le modele de McKendrick-Von Forster (1.6) avec apax = +00.
La quantité totale d’individus au temps t est alors donnée par

X0 = [ "t a)da

et une intégration formelle de (1.6) par rapport & a donne

X'(t) = [7(8(a) = p(@)a(t a)da

pour tout ¢t > 0). Si les fonctions /3 et p ne sont pas constantes, il n’est & premiere vue
pas évident de savoir comment va évoluer la population totale X (¢). Afin d’en déduire le
comportement des solutions, on définit

Ry = /O+OO Bla)e” Jo #s)is g (1.11)

Un résultat, pressenti par Sharpe et Lotka [132], puis montré rigoureusement par Feller [53]
a I’aide de formulations intégrales et enfin par Webb [152, 153] en utilisant les semigroupes
et la méthode des caractéristiques, est le suivant (sous de bonnes hypotheses).

Théoreme 1.4.7. 1. Si Ry < 1 alors 0 est globalement asymptotiquement stable ;
2. 51 Ry > 1 alors 0 est instable.

Remarque 1.4.8. Le théoreme nous dit ainsi que la population va finir par disparaitre
lorsque Ry < 1, et ce, quelle que soit la condition initiale prise dans L'(R, ). Cette notation
est d’abord apparue en démographie avec les travaux de Dublin et Lotka [39] (voir le
livre de Inaba [86, Chapitre 9] pour plus de références), mais est également maintenant
tres présente en épidémiologie (voir e.g. les travaux de Diekmann, Heesterbeek et Metz
[37, 38]). Dans ce cas, le nombre Rj représente le taux de reproduction de base et est
défini comme le nombre moyen de nouveaux cas d’infection, engendrés par un individu
infecté moyen (au cours de sa période d’infectiosité), dans une population d’individus
entierement constituée de susceptibles.

Lors de I’étude du modele (1.1), le seuil Ry défini par (1.11) va nous donner 'extinction
des deux populations lorsqu’il est strictement plus petit que 1. Dans notre contexte, Ry
représente le nombre moyen d’individus engendrés par un individu au cours de sa vie. Il
faut en effet voir que la fonction

a— e Jo ms)ds
représente la probabilité pour chaque individu de survivre jusqu’a ’age a.

Des modeles linéaires plus généraux conduisent aussi a des seuils analogues liés a la

borne spectrale de A (voir par exemple I'article de Thieme [143]).

12
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1.4.3 Persistance de solutions

Lorsque Ry > 1, I’équilibre trivial de (1.6) est instable, mais rien n’est dit quant au
caractere asymptotique des solutions. En supposant par exemple que

supp(8) = [Bo, 1], 0 < B < Br < 400,

ou supp(/3) désigne le support de la fonction S et en prenant une condition initiale =y €
LY(R,) vérifiant

Supp('IO) C [617—{_00)7

on peut montrer qu’il n'y a jamais de renouvellement de la population i.e. z(¢,0) = 0
pour tout ¢t > 0 et donc

i [l ) 130 = .
Cependant, d’autres conditions initiales (voir e.g. [153, Théoreéme 4.10, p. 188]) engendrent
une solution dont la norme L! tend vers I'infini. On voit donc que, malgré I'instabilité de
I’équilibre trivial, la population peut encore disparaitre selon la condition initiale choi-
sie. Une autre notion qui intervient alors naturellement est celle de persistance (voir par
exemple [23, 57]), qui s’intéresse a savoir si, pour des temps assez grands, la population
totale va subsister ou non. Cette notion est d’abord apparue dans des modeles démogra-
phiques [56], puis dans un contexte épidémiologique, ou la question est de savoir si une
maladie va persister (voir e.g. [120]).

On se place ici dans X = L'(0, +00), puis on définit p: X 3 z — [;°z(t,a)da € R,
une fonction positive uniformément continue sur X" et on note o,(¢,z) = p(®:(x)) qui est
donc continue, ou P; est le semiflot défini plus haut. Avant de donner la définition de
persistance, on introduit les notations suivantes

+ o . — o . .
o, () = htrilfip o,(t,x), o, (r)= l%gﬁglof o,(t, ).

Définition 1.4.9. La population z est dite
1. uniformément fortement persistante si

Je>0:VeeX, p(x)>0=0,(zx)>¢;

2. uniformément faiblement persistante si on a l'inégalité ci-dessus avec U:{(m) au lieu
de o, (z).

Remarque 1.4.10. On peut également définir de la persistance non uniforme si € dépend
de la condition initiale = choisie.

Cette notion de persistance sera utilisée lors de 1'étude du modele (1.1) dans le cas ou
Ry > 11i.e. quand I'équilibre trivial est instable.
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1.4.4 Croissance exponentielle asynchrone

Un autre phénomeéne important en dynamique des populations est la propriété de
croissance exponentielle asynchrone. De maniere grossiere, ce phénomene dit que, pour
une population structurée selon une variable a, sa densité de population u(t, a) est asymp-
totiquement égale a e*'ngy(a) pour ¢ assez grand, olt \g est une constante et ng est une
distribution indépendante de la condition initiale. Autrement dit, la structure de la po-
pulation se réorganise de la méme maniere que la fonction ny (voir e.g. [68] et [154]). La
définition mathématique est la suivante (voir par exemple [45], p. 336).

Définition 1.4.11. Soit {7T'(t)}+>0 un Cy-semigroupe d’opérateurs linéaires bornés sur X'
On dit que le semigroupe a la propriété de croissance exponentielle asynchrone de taux
intrinseque Ay € R s’il existe un projecteur de rang fini noté Py, dans X tel que

lim e M'7T(t) = Ry

=00

(la limite étant dans la topologie de norme d’opérateur).
En pratique, le comportement asynchrone est démontré a ’aide de deux notions clés :
o Virréductibilité du semigroupe dont on rappelle la définition juste apres;
 lexistence d’'un gap spectral, i.e. (1.12).

On note X} et X’ respectivement le cone positif et le dual de X' puis on dénote par (-, -)
le crochet de dualité entre L' et L™. La notation f > 0 signifie f € X et f # 0. On
pourra regarder la Section A.4 pour plus de rappels sur les opérateurs positifs.

Définition 1.4.12. Soit {T'(t)}+>0 un Cy-semigroupe positif. On dit qu'il est irréductible
si pour chaque f € X, f > 0et z € X', x > 0 il existe t > 0 tel que (T'(t)f,z) > 0. De
méme, on dira que A est irréductible si, pour chaque f € X, f >0et x € X',z > 0, il
existe un entier n tel que (A" f,x) > 0. D’un point de vue géométrique, A est irréductible
si et seulement s’il n’existe pas de sous-espace de la forme

L'Q), QcQ, 0<|Q <9
qui soit invariant par A.

Nous énoncgons maintenant le résultat utilisé par la suite pour montrer le comportement
asynchrone.

Théoréme 1.4.13 ( [29], Théoreme 9.11, p. 224). Soit {T'(t) }+>0 un Co-semigroupe positif
de générateur A sur X. Si

Wess (A) < wo(A) (1.12)

et si {T(t)}+>0 est irréductible, alors {T'(t)}+>0 a la propriété de croissance exponentielle
asynchrone et le projecteur Py est de rang un.

Remarque 1.4.14. On se réfere & Webb [154, Proposition 2.3] et Thieme [141, Théoreme
2.7] pour des résultats similaires dans des espaces de Banach. Lorsque le semigroupe n’est
pas irréductible, on a le résultat suivant.
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Section 1.5. Deux applications biologiques

Théoréme 1.4.15 ( [29], Théoreme 9.11, p. 224). Soit {T'(t) }+>0 un Co-semigroupe positif
de générateur A sur X. Si A posséde un gap spectral, alors
: —s(A)t _tD _

tlgnoo lle T(t)—e"Rllx=0 (1.13)

ou Py est un projecteur de rang fini dans X et D = (A\g — A)Py. Lorsque le semigroupe

est irréductible, s(A) est semi-simple (i.e. est un pole simple de la résolvante de A) et il
y a comportement asynchrone puisque D = 0.

L’irréductibilité du semigroupe n’intervient pas de la méme maniere dans les modeles
(1.2) et (1.3). Pour le premier modele, elle est liée au terme intégral

/Om B(s,y)ui(t,y)dy,

et n’est pas toujours satisfaite. Le comportement (1.13) a ainsi lieu dans ce cas. Pour le
second modele, elle est toujours satisfaite grace au terme diffusif

05 (d(s)0s(uft, s))).

Nous reviendrons dans la Section 1.6 sur I'existence d'un gap spectral pour ces modeles.

1.5 Deux applications biologiques

On présente dans cette section deux applications : 1’évolution d’une population de
cellules pouvant étre soit actives soit au repos, ainsi que les interactions proie-prédateur
avec un intérét particulier sur les équations de Lotka-Volterra.

1.5.1 Modeles cellulaires avec état de quiescence

Dans certaines populations, les individus ne sont pas tous dans un état actif de crois-
sance et de prolifération. En effet, dans certaines circonstances, un individu (ou une cellule)
peut croitre puis arriver dans un état de repos, dit ‘quiescent’, avant de retourner dans un
état actif. Par exemple, lors de la division de cellules eucaryotes, celles-ci peuvent passer,
apres la mitose, par la phase G dite de quiescence.

En prenant en compte la maturation des cellules a ’aide d’une variable continue,
Rotenberg [127] a introduit dans ce contexte le premier modele de population structurée.
On peut également citer I'article de Dyson, Villella-Bressan et Webb [42] ot la maturation
des cellules est également prise en compte. La taille jouant un réle important dans la
dynamique des cellules, Gyllenberg et Webb ont introduit dans [65] le premier modele
de population structurée en taille (et en age), avec un état de quiescence, pour lequel ils
montrent le comportement de croissance exponentielle asynchrone sous des hypotheéses
générales. Parmi les modeles structurés en age, on peut regarder les travaux de Arino,
Sanchez et Webb [7] ainsi que de Dyson, Villella-Bressan et Webb [43]. Dans ce cas, les
équations étudiées sont de la forme

{ Owur(t,a) + Ouui(t,a) = —ci(a)ui(t,a) + ca(a)us(t,a) — pla)ui (t, a), (1.14)
Oyus(t,a) + Ouua(t,a) = ci(a)ui(t,a) — ca(a)us(t, a), '
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avec 0 < a < Gpax < +00,t > 0. De plus, u;(t,a) et us(t, a) représentent respectivement
les densités de populations d’age a et a 'instant ¢, a I’état proliférant et a 1’état de repos.
La fonction p représente la mortalité (uniquement dans I’état actif) et les fonctions ¢;
et ¢y dénotent les taux de transition entre 1’état de prolifération et de quiescence, ainsi
qu’entre I’état de quiescence et de prolifération. Les cellules sont supposées naitre dans
I’état proliférant :

U2 (t, 0) = 0.

De plus, pour décrire la division cellulaire et la phase de mitose (division des cellules en
deux, supposée se produire uniquement dans I’état actif), on impose

u(t,0) =2 /Oamax p(a)uy(t, a)da.

Dans ces modeles structurés en age, le phénomene de croissance exponentielle asynchrone
est mis en évidence sous des hypotheses tres générales sur les parametres. Il est en effet
démontré dans [7, 43], que pour obtenir I'irréductibilité du semigroupe, il faut avoir

inf supp ¢; = 0, SUP SUPP C2 = Gmax, SUp SUPP fb = Apax-

Ces hypotheses permettent respectivement aux cellules proliférantes de jeune age de de-
venir quiescentes, aux cellules quiescentes d’age maximal de redevenir proliférantes, et
aux cellules proliférantes d’age maximal de se reproduire. Par la suite, Farkas et Hinow
[50] ont introduit le modele linéaire (1.2) structuré en taille. Le terme intégral décrivant
la reproduction apparait ainsi dans I’équation et non dans la condition aux bords. Le
comportement asymptotique des solutions est étudié sous des hypotheses similaires :

inf suppec; =0, sup supp ca = m

et il est supposé qu’il existe €y > 0 tel que pour tout 0 < e < ¢y on a

[ [ s >0

i.e. les individus de taille maximale peuvent donner naissance a des individus de taille
minimale. On généralise leurs résultats dans plusieurs directions dans le Chapitre 3. Pour
des cas particuliers de ce modele, on peut regarder [9, 66, 67, 126]. On note également
une étude de bifurcation de Hopf d’un modele similaire [28] ainsi que la prise en compte
du retard [10] dans la reproduction. De maniére générale, les modeles de population avec
phase quiescente ont été largement étudiés méme sans structuration (voir [69, 71] et les
références citées a 'intérieur).

1.5.2 Les mode¢les proie-prédateur

Lorsque 'on souhaite décrire 1’évolution de plusieurs populations d’individus, on peut
supposer que celles-ci interagissent entre elles. En considérant deux especes différentes, une
grande classe d’interactions est appelée par les écologues trophique ou ressource consom-
mateur. Celle-ci regroupe les relations dites de proie-prédateur ou la premiere est mangée
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a ses dépens par la seconde ce qui lui permet de survivre. Le premier modele mathéma-
tique décrivant de telles interactions trophiques remonte aux années 1920 avec les travaux
de Lotka [97] et Volterra [149]. Ce modele, composé de deux EDO, s’écrit sous la forme

@\
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~
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|
o)
S
—~
~
—

<
=
Q.\_/
/—\
~
~

(1.15)

ou z(t) et y(t) sont respectivement les densités de populations de proies et de prédateurs
a l'instant ¢, avec :

e a > 0 le taux de reproduction des proies;
e d >0 le taux de mortalité des prédateurs;
e b,c >0 des taux liés a la prédation.

Il est connu (voir les livres de Edelstein-Keshet [44] et Murray [112]) qu’il existe un équi-
libre d’extinction (0,0) et un de cohabitation (d/c,a/b). De plus, pour chaque condition
initiale (2%, 4°), la solution de (1.15) est périodique (voir Figure 1.1) ce qui explique par
exemple les variations obtenues dans les populations de lievres et de lynx [61] ou encore
dans les populations de loups et d’élans [87]. Ce résultat empéche également la population
de disparaitre ou d’exploser en temps long.

Populations au cours du temps

Densités de prédateurs

| @

o |

0 1 2 3 4 5 6 7
Densité de proies

FIGURE 1.1 — Solutions périodiques

Une généralisation a par la suite été suggérée par Gause [59] sous la forme

{xm = oal) < a0
v(t) = eple(t)y(t) — dy(d).

ou p est appelée réponse fonctionnelle du prédateur. Ces réponses existent en grand
nombre dans la littérature (voir [145, Table 4.1, p. 81]) et sont encore discutées [12].
On retrouve ainsi celles introduites par Holling [79] dont la fonction linéaire

p(z) = ax: type ],
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qui est présente dans le modele de Lotka-Volterra, ainsi que la fonction
p(z)

ol a et h sont des constantes strictement positives. En considérant que la population
de proies croit de maniére logistique plutot qu’exponentielle, beaucoup d’auteurs (voir la
bibliographie dans le livre de Turchin [145]) ont étudié des modeles de la forme

_azx
1+ ha

. type 11,

v = aolo) (1= 52 - tenmto
y(t) = ep(a(t)y(t) —dy(t),

ou K > 0 est la capacité limite des proies. Cette considération rajoute l'existence d’un
équilibre (K, 0) avec uniquement la survie de la proie. May [103] a par exemple proposé un
modele a l'aide d’une réponse fonctionnelle de type I ou les solutions convergent soit vers
I’équilibre de coexistence soit vers celui de disparition des prédateurs. On peut également
citer le modele de Rosenzweig-McArthur [125] avec une réponse fonctionnelle de type 11
pour lequel on peut obtenir I'existence d’'un cycle limite (les solutions convergent vers une
fonction périodique) en variant les parametres.

Ces différents comportements n’apparaissent pas pour le modele classique de Lotka-
Volterra. Pourtant, nous allons voir dans le Chapitre 2 qu’en rajoutant de la structure en
age sur les proies et en considérant le modele (1.1), on arrive a les retrouver. On pourra
regarder les livres de Hastings [74] et de Turchin [145] pour une introduction aux modeles
proie-prédateur.

1.5.3 Les équations de Lotka-Volterra
Structurées en age

Les équations de Lotka-Volterra restent encore un vaste sujet d’étude en dynamique
des populations. La plupart utilisent des EDO et parfois des EDP quand on rajoute une
partie diffusive en espace (voir par exemple [80, 89] et de maniére plus générale le livre de
Murray [112] pour ’étude de modeles de réaction-diffusion). Par ailleurs, il peut sembler
important de prendre en compte une structuration en age dans les dynamiques des especes
considérées.

La littérature a propos des modeles proie-prédateur avec structure en age contient
de nombreux modeles EDO compartimentaux (voir [2, 47, 48, 94] et les références a
I'intérieur), mais, a notre connaissance, seulement quelques articles prennent en compte
une variable d’age continue. Le premier modele a été proposé par Gurtin et Levine [64]
sous la forme suivante :

Owx(t,a) + Owx(t,a) = —px(t,a) —by(t)z(t,a),
y(t) = cy(t) Jo~ x(t, a)da — dy(t),
z(t,0) = [3°B(a)z(t,a)da,

ou b, c,d, > 0 sont des constantes strictement positives, avec p le taux de mortalité des
proies et 3(a) le taux de reproduction des proies d’dge a. Les auteurs montrent alors que
sous 1’hypothese

B(a) = Poae™**, a>0
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pour By > 0 et a > 0, leur modele peut étre transformé en un probleme EDO plus
classique. La plupart des articles suivants [91, 144, 30] utilisent le méme type d’hypotheses
sur les parametres et obtiennent en conséquence quelques résultats de stabilité grace aux
modeles EDO. On pourra également regarder [129, 130] pour le cas spécifique de modeles
de prédateur mangeur d’ceufs (‘egg-eating’), ainsi que [33, 99, 131] pour des modéles plus
généraux.

Un article de Levine [92] se concentre sur Iexistence d’une solution périodique en
temps en faisant I’hypotheése que le taux de prédation est une fonction dépendant de
I’age, de la forme

b(a) =7+ )\151(@) + /\QSQ(CL)

ou r, A1, Ao sont des constantes strictement positives et avec plusieurs hypotheses sur les
fonctions S; et Sy. On peut également citer I'article de Venturino [147] ou a la fois la proie
et le prédateur sont structurés en age. Les taux de prédation sont supposés dépendre de
I’age des individus. En supposant que les taux de mortalité et de reproduction de chacune
des especes dépendent de la quantité totale d’individus et sous I'hypothese que la condition
au bord est de la forme

©(t,0) = /O Tae o (fy — X (8)2(t, a)da

ou ¢, fo, fi > 0 sont des constantes positives et X (t) = [;° z(¢, a)da, il montre le carac-
tere borné des solutions. Sous des hypotheses similaires de reproduction bornée et ou la
prédation dépend uniquement de la quantité totale de proies, Li [93] a étudié l'existence
et la stabilité de trois équilibres correspondant a ’extinction et a la coexistence des deux
espéces ainsi qu’a la persistance de la population de proies uniquement.

Dans le Chapitre 2, nous allons étudier le modele (1.1) ou la structure en age apparait
dans les proies. Leurs taux de mortalité, de prédation et de reproduction dépendent ainsi
chacun de I'age des proies et seule 'hypothese que ces fonctions sont bornées est considé-
rée, rendant 1’étude de ce modele plus générale que les travaux mentionnés ci-dessus.

Récemment, basé sur le modele de Cushing et Saleem [33] ot uniquement le prédateur
est structuré en age, dans deux articles ont été analysé 'effet d’une période de maturation
et d’un retard dans le processus de natalité [95, 140]. En outre, on peut également noter
que certains modeles proie-prédateur ont aussi été utilisés en épidémiologie, couplés avec
des modeles SI [6, 18, 35]. La taille de la proie étant reconnue comme un élément clé de
la prédation sélective [139], on peut aussi étudier des modeles proie-prédateur avec une
structure (continue) en taille (voir e.g. [17, 96] et les références a l'intérieur). Certains
prennent également en compte une partie stochastique [76].

Avec retard

On peut également supposer que la reproduction ne se fait pas instantanément mais
apres un certain temps de latence. Cette considération implique ainsi d’étudier des équa-
tions a retard (voir les livres de Cushing [31] et de Smith [138] pour une introduction
a de telles équations en biologie). Concernant le modele de Lotka-Volterra, May [104] a
analysé le modele

() = az(t) <1 - “T(tK_T)> — ba(t)y(t),

y't) = cx(t)y(t) —dy(t),
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ou le retard intervient sur le terme de capacité limite de la proie. Une application aux
modeles épidémiologiques est due a Beretta, Capasso et Rinaldi [15]. Par la suite, Faria
[49] a considéré le modele

) = ax(t) (122 ) —ba(t)y(t — 1),
(-%)

Ky
Y = colt—Dyt) - dy(t) (1#’]((?),

ol le retard apparait dans le terme de prédation, avec une étude de bifurcation de Hopf et
I’analyse d’'un modele de réaction-diffusion avec retard. Les équations de Lotka-Volterra
ont depuis été source de nombreux travaux (voir e.g. [100, 116, 133, 158, 159, 161] et
les références a l'intérieur). Ces papiers considérent a chaque fois la présence de capacité
limite (dans la proie et/ou dans le prédateur). De plus, le retard est soit dans un terme de
prédation, soit dans un terme ou apparait la capacité limite. Il n’y a eu cependant jusqu’a
présent, a notre connaissance, aucun papier sur le modele de Lotka-Volterra classique (i.e.
sans capacité limite). C’est ce que nous allons étudier dans le Chapitre 5 en considérant
le modele (1.4) ou le retard apparait dans le terme de reproduction de la proie.

Remarquons enfin que 'extension du modele de Rosenzweig-MacArthur avec de la
structuration en age n’a été faite & notre connaissance que tres récemment [98], ou les
auteurs se placent dans un cas particulier permettant de se ramener a un modele a retard.
L’étude du modele entier reste donc encore un probléeme ouvert. On peut également noter
I'existence d’un article [19], ou I’étude porte sur un modele faisant le lien entre celui de
Rosenzweig-MacArthur et le modele cellulaire avec quiescence.

1.6 Principaux résultats du manuscrit

Cette section est consacrée a un résumé des principaux résultats de cette these.

1.6.1 Un modele proie-prédateur structuré en age

Dans le Chapitre 2, nous étudions un modele proie-prédateur avec structuration en
dge sur la proie comme dans [64] ou I'on rajoute une dépendance en age de la prédation
et de la mortalité des proies. On note x(t,a) la densité de proies d’age a a U'instant ¢ et
y(t) la densité de prédateurs, ce qui amene a étudier le systeme

= —pla)z(t, a) —y()y(a)z(t, ),

)
y'(t) = ay(t) Jo~v(a)z(t,a)da — dy(t),
o(,0) = [ B(a)z(t, a)da, (1.16)
z(0,a) = zo(a) et y(0) = yo,

pour tout ¢t > 0 et a > 0. On se place dans I'espace
X =L'0,00) xR
et on définit 'opérateur linéaire

A: DA CX—-X

20



Section 1.6. Principaux résultats du manuscrit

D(A) = {(6.2) € X, 6 € WH(Ry) et 6(0) = [~ B(a)o(a)da},
D 0
()

D¢ = —¢' — pg

et ot Wl désigne 'espace de Sobolev des fonctions L' dont la dérivée au sens faible est
également L'. On définit également la fonction f: X — X par

avec

(=060
J(9,2) = <az fﬁ(aw(ama) ’

pour ainsi réécrire I'équation (1.16) comme le probleme de Cauchy (1.9). On montre dans
un premier temps que 'opérateur A génere un Cy-semigroupe a ’aide du théoreme de
Lumer-Phillips, puis le fait que f soit localement lipschitzienne nous donne existence et
unicité de solution locale pour toute condition initiale [115]. En se servant d’arguments
de perturbation comme dans [119, 120], on montre ensuite que la solution reste positive.
En utilisant des estimations a priori, on en déduit que la solution est globale en temps.

Afin d’étudier le comportement asymptotique des solutions, on fait une recherche
d’équilibres. On pose ainsi

Ry = /OO Bla)e” Jo w(s)ds g,
0

(la notation Ry est choisie en référence au taux de reproduction discutée dans la Section
1.4.2) et

R — /a1 Bla)e™ Jo ns)ds g,
0

ou
ar =sup{a = 0: [supp(y) N (0,a)| = 0} < +oo.

On trouve alors que
1. Si Ry < 1ousi (R_ > 1) alorsil y a un unique équilibre qui est Ey = (0,0);

2. Si Ry > 1 et R_ < 1 alors, outre 1’équilibre trivial Ey, apparait I’équilibre positif
Ey = (25, y*), ou y* vérifie

[ Blayer B wemeoy [ reringg — o
0

et ou

wi(a) = x5(0)e Jo HEYs—y" [T (s)ds
—1

5 o a * a
25(0) = - [/0 v(a)e™ Jo ms)ds—y* [Fa(s)ds g,
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Notons E un équilibre et la différentielle de f en ce point est donnée par

Yy —yz’
Dpf = . . .
o! <ay* () afg ey <a>da>
Sous I’hypothese
p(a) > pp >0, Ya >0, (H1)

on montre que
wess(A+ DEf) S —Ho < 0.

Ce qui permet d’avoir
{Neo(A+ Dgf),ReX >0} =0,(A+ Dgf),

ou o, désigne le spectre ponctuel. On est ainsi ramené, a I'aide du Théoreme 1.4.3, a une
étude de recherche de valeurs propres de partie réelle positive. On est alors en mesure de
montrer que

1. si Ry < 1, alors Fy est globalement asymptotiquement stable dans X, ;
2. si Ry > 1, alors Ej est instable.

On fait ensuite 'hypothese
dm >0,30<a<a< +oo tels que B(a) > n p.p. a € (a,a), (H2)

on définit la propriété

to
E|772>0,E|O§t1<t2<g:/ zo(a)da > ns. (P)

t1

et on note &), I'ensemble défini par
+oo
X, = {(w0,%0) € X+,/O zo(a)da > 0,y9 > 0 et vérifiant (P)}.

On montre alors que si R— > 1 et si (z9,y0) € &), alors les populations de proies et de
prédateurs explosent :

lim X(t) = 400, lim y(t) = +oo,

t—+00 t—-+o0

ot X (t) = [;"* x(t,a)da est la population totale de proies & I'instant ¢. Ces deux résultats
sont vérifiés numériquement (voir Figures 1.2 et 1.3). Dans le cas ou

Ry>1 et R_<1

on montre que les populations totales de proies ainsi que de prédateurs sont uniformément
faiblement persistantes. A 'aide de simulations numériques, il semble qu’il y ait méme de
la persistance uniforme forte et que

limsup X(t) < +oo et limsupy(t) < +oc.

t—4o0 t—+o00
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FIGURE 1.2 — Extinction des populations

FI1GURE 1.4 — Convergence vers un cycle

limite

‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘‘

FIGURE 1.3 — Solutions non bornées

Quansy o prodtr

F1GURE 1.5 — Convergence vers Fs

Ry <1

RO > 1 et (P)

Convergence vers Fj R_<1
Cycle limite ou convergence vers Fy | Solutions non bornées

R_>1

TABLE 1.1 — Plusieurs comportements asymptotiques
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On voit en effet apparaitre numériquement la convergence vers E, ou vers une fonction
périodique (voir Figures 1.4 et 1.5). De maniére schématique, on résume les différents
comportements obtenus dans la Table 1.1.

La convergence vers Fs reste hypothétique mais semble confortée numériquement.
L’ensemble de ces résultats fait 'objet de I'article [121]. Nous analyserons plus en détails
la stabilité de 1’équilibre non trivial dans le Chapitre 5 avec ’étude d'un cas particulier
permettant de se ramener a ’étude d’un systeme d’équations différentielles a retard. De
plus, la question de savoir sous quelle condition on passe d'une convergence vers I’équilibre
a une convergence vers une fonction périodique reste un probléme ouvert.

1.6.2 Un modele cellulaire a deux phases avec structure en taille

Dans le Chapitre 3, nous étudions le modele de population structurée en taille introduit
par Farkas et Hinow [50]. On consideére ainsi le systéme d’équations linéaires de transport

uui(t, s) + 0s(m(s)ui(t, s)) = —p(s)uilt,s) + fg" B(s, y)w(t, y)dy
—cl(s)u (t,8) + ca(s)ua(t, s),
Oua(l, s) + Os(v2(s)ua(t, s)) = ci(s)ui(t,s) — ca(s)ua(t, s),

pour s € [0,m],t > 0, avec des conditions aux bords de Dirichlet
ul(t, O) = O, Ug(t, 0) =0.

On se place dans
X = L*(0,m) x L*(0,m)

puis on définit 'opérateur linéaire

A: DA CX - X

’ <U2> z E<§12;:§:;Eu(>(u +er)us + couz + J3 B( y>u1(y)dy>> ’

—Co2U9 + C1Uq

par

et ou le domaine de A est donné par
D(A) = {(uy,uy) € WHH0,m) x W0, m) : u1(0) = 0,u5(0) = 0}.

On montre ainsi que le probléme est bien posé dans X'. Comme expliqué précédemment,
un des points clés pour étudier le caractere de croissance exponentielle asynchrone est
l'irréductibilité du semigroupe. Dans [50], les auteurs 'obtiennent sous les hypothéses

dep>0:Ve € (0,e0), /E/m B(s,y)dyds > 0
0 Jm—e

et
inf supp ¢; = 0, Sup supp s = m.
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Ici, on montre que le semigroupe est irréductible si et seulement si I'hypothese
Ve € (0,m / / (s,y)dyds > 0, inf suppec; =0, supsuppce = m, (1.17)

est vérifiée. Cette propriété n’est a priori pas évidente a montrer a cause des conditions
aux bords de Dirichlet homogenes que 1'on a choisies. On décompose dans un premier
temps B en trois opérateurs :

p) = o) o (i) -

_ <—(N+01)U1> . <02U2> L (" 5(':3/)“1(?/)@)

—Coly Cc1Uq 0
et on montre que le spectre de A + B; + B, est vide, d’ou
S(A —|— B1 —I— BQ) = —CQ.

On montre ensuite que la borne spectrale de A est finie (i.e. s(A) > —o0) si et seulement
si

30 € (0,m) // (s,y)dyds > 0. (1.18)

Pour cela on définit les opérateurs

Ar: D(AL) 3 urs —(u) € LY0,m), K : L'0,m) 3 u — /Omﬁ(.,y)u(y)dy e L'(0,m)

s

D(A;) = {u € WH(0,m) : u(0) = 0}.

L’hypothese (1.18) assure 'existence d'un point d € (0, m) pour que 'opérateur
X[5.82) (A — (A1 + K>)|_L11(5,52)

soit irréductible et compact, avec x[s5, la fonction indicatrice sur [4, ds] et ot L'(8, d2) est
le sous-espace de L'(R,) des fonctions valant 0 en dehors de (4, d). Ces deux propriétés
impliquent grace au théoreme de de Pagter (voir Théoreme A.4.7) que

To (X[a,JQ](/\ — (A + K))I_L11(6,62)> >0,

ou r, désigne le rayon spectral. Par perturbation positive on en déduit que

ro((A = A) ) = 75 (Xas (A = (A1 + K)) i 5)) > 0.

Le fait que .
— -1 - @@
O

implique ainsi

s(A) > —o0.
On suppose ensuite que K est faiblement compact, i.e. qu’il envoie tout borné de X sur
une partie relativement faiblement compacte de X (voir Section A.3 pour plus de détails).
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On montre que le semigroupe généré par A a la propriété de croissance exponentielle
asynchrone sous 'hypothese (1.17) (la faible compacité de K est assurée par exemple s’il
existe 3 € L'(0,m) telle que

B(s,y) < B(s) ;

en particulier, elle est satisfaite si 3 est continue sur [0,m]?). Les semigroupes {U(t)};0
et {T5(t) }i>0 générés respectivement par A et A + By + By sont liés par la formule de
Duhamel

U(t) =To(t) + | "Ty(t — 5)BsU (s)ds.

Puisque Bj est faiblement compact, alors T5(t — s)BsU(s) I'est aussi pour tout s > 0.
L’intégrale forte

/Ot Ty(t — s)B3U(s)ds

est donc un opérateur faiblement compact [137]. Ainsi, U(t)—T5(t) est faiblement compact
et, par conséquent [108], les semigroupes {U(t)}i>0 et {T5(¢) }>0 ont le méme spectre
essentiel et donc le méme type essentiel

wess(A) = wess(A + Bl + BQ)

Puisque A + B; + By génére un Cp-semigroupe positif dans L', son type et sa borne
spectrale sont égaux. Ainsi, on obtient

wCSS(A) S S(A + Bl + Bg) = —OQ.

On en déduit alors que

—00 = Wess(A) < s(A) = wy(A).

Ce gap spectral combiné a l'irréductibilité du semigroupe explique ainsi le comportement
de croissance exponentielle asynchrone. Dans [50], le gap spectral est obtenu sous I'hypo-
these plus forte que 3 € C([0,m]?) et qu’il existe 0 < s* < y* < m tel que

B(s*,y*) > 0.

Dans le cas ou 'hypothese de gap spectral (1.18) est vérifiée, mais ou celle de I'irréduc-
tibilité (1.17) ne l'est pas, le semigroupe possede le comportement décrit par (1.13). La
question de savoir si la borne spectrale s(A) est semi-simple (i.e. que le semigroupe a la
propriété asynchrone) est un probléme ouvert.

On se place ensuite dans le cas ou la taille maximale des cellules est infinie. On étudie
ainsi dans la Section 3.2 le modéle suivant, qui ne semble pas avoir été étudié jusqu’ici

Orur(t, s) + Os(m(s)ur(t,s)) = —p(s)ualt,s) + Jo~ B(s,y)ua(t, y)dy
—a(s)ur(l, s) + ca(s)ua(t, s),
Orua(t, s) + 0s(12(s)ua(t,s)) = ci(s)uilt,s) — ca(s)ua(t, s),

pour s,t > 0, et les mémes conditions aux bords (de Dirichlet) que dans le cas fini. On se

place dans
X% = (L(0,00) x L'(0,00), || - [| =)
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muni de la norme
[(z1, 22) | x = [[21][£1(0,00) + [[T2] 10,00
On définit

) =) e ()
_ (—Evm;;) N (—w + er)ur + cauz + J5 B y)ul(y)dy> |
—\2U2

—CaUg + C1Uy
ou le domaine de A*> est donné par
D(A®) = {(uy,uz) € WH(0,00) x W1(0, 00) : u1(0) = 0, u3(0) = 0}.

On décompose ensuite B® en

B> <“1> = By <u1>+B§° R
U9 (5)

U2 Uz
_ (_”i ;gul) N (Z@ N (fé’" B(»yo)ul(y)dy> |

De maniere similaire, on montre que le probléme est bien posé et que le semigroupe généré
par A% est irréductible si et seulement si I'hypothese

Ve € (0, oo),/ / B(s,y)dyds > 0, inf supp¢; =0, supsupp ¢ = oo.  (1.19)
0 Je

est vérifiée. Considérons les opérateurs

~  Bg°

By ==~ BT =A%+BY+BF+ By,

et supposons que B5° est faiblement compact. On montre alors que sous ’hypothese (1.19),
le semigroupe présente un gap spectral si et seulement si

lim_ ry(B; (A—=B7)™") > 1 (1.20)
A—=s(B7)

Alors le semigroupe généré par A> a la propriété de croissance exponentielle asynchrone.
On remarque dans un premier temps que la fonction

(s(B™), +00) 3 A 1 (By (A= B™) ™)

est convexe et donc continue [108]. En utilisant un raisonnement similaire au cas fini et a
I’aide du théoreme de de Pagter, on montre que

ro(BXA—BX) ) >0 (A > s(B™)). (1.21)

Alors la fonction
(s(B™), +00) 2 A = 1,(By (A= B™) ™)

est en fait strictement décroissante [108]. D’apres 'hypothese (1.20) il existe un unique
A > s(BY)
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tel que B
re(By A —=B*)™) =1.

Puisque Ego (X — B™)~! est positif et & puissance compacte, alors
1=7r,(By (A =B*)™

est une valeur propre isolée de Fg" (A — Boo)_l et on montre que A est une valeur propre
de A*>°. Comme dans le cas fini, la faible compacité de B§° implique

Wess (-AOO ) = Wess (EOO ) .

et par conséquent

Wess(AX) < 8(B™) < X = s(A™).

Le comportement asynchrone découle ainsi de l'irréductibilité et de I'existence d’un gap
spectral. Vérifier quand est-ce que la condition (1.20) est vérifiée, c’est-a-dire quand il y
a un gap spectral, reste un probleme ouvert. Dans plusieurs cas particuliers, on arrive a
obtenir des majorations de la borne spectrale. On montre par exemple que si, pour tout
y>0,ona

| Bls.)ds = ()

et si
lim inf pu(s) > 0, liminf co(s) > 0,

s——+00 s——+00

alors
s(A®)>0et s(B*) <0

d’otu 'existence d’un gap spectral. On montre aussi que si, pour tout y > 0, on a

| Bl )ds < ()

et si
S

1
limsup — [ co(2)dz =0
s—+oo S JO

alors

s(A%) =0, s(B>®)=0

et il n’y a donc pas de gap spectral dans ce cas. On explicite ainsi plusieurs cas concrets
ou apparait ou non la propriété de croissance exponentielle asynchrone de A>. Lorsqu’il
y a gap spectral mais que 'hypotheése d’irréductibilité (1.19) n’est pas vérifiée alors la
question de savoir si le semigroupe a la propriété asynchrone est, comme dans le cas fini,
un probléme ouvert.

1.6.3 Un modele de transport-diffusion structuré en taille

Le Chapitre 4 est consacré au modele de population structurée en taille étudié par
Farkas et Hinow dans [51]. On considére ainsi I’équation linéaire de transport/diffusion
suivante :

Oru(t, 5) + 05 ((s)ult, s)) = 0s(d(s)0s(ult, s))) — p(s)ult, s)

+ Ji" B(s,y)ult,y)dy, (1.22)
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ou u(t, s) dénote la densité d’individus de taille s € [0,m] au temps ¢ > 0 pour m < +oo.
A cela sont rajoutées des conditions aux bords de Feller en s =0 et s =m :

[05(d(s)0su(t, s))]s=0 — boOsu(t,0) + cou(t,0) =0, (1.23)
[05(d(8)0su(t, 8))]s=m + bmOsu(t,m) + cpu(t,m) =0, (1.24)

et on suppose que
bo —(0) >0, by, +~y(m) > 0. (1.25)

Sous certaines hypotheses sur les fonctions, on réécrit les équations (1.22)-(1.23)-(1.24)
sous la forme matricielle

Ut) = AU(1),
{ U0) = (uud,ud) € X, (1.26)
A :0 = A 50 + K ;fo
: Y — (yu) — [ B y)u(y)dy
= (bo —v(0)w'(0) — pouo | + [ Jo" Bo(y)u(y)dy
—(bm +y(m))u' (m) — pmtim Jo" B (y)u(y)dy

et on montre que le probléeme est bien posé au sens de la théorie des semigroupes dans
I’espace
X = (L'(0,m) x R?||.||x)

muni de la norme

(2, 20, xm)llx = [[2]] 21 0.m) + 1l wo] + colm]
ou
d(0) d(m)
C1 = y G = g/~

En fait, pour montrer le caractére bien posé du probléme de Cauchy (1.26), I'opérateur K
peut étre ignoré en utilisant des arguments de perturbation bornée. Dans [51], les auteurs
définissent d’abord A sur les fonctions réguliéres

A, : D(A,) — X (1.27)

D(A,) = {(u, up, um) € C*[0,m] x R? : u(0) = ug, u(m) = u,,}

et montrent la dissipativité de A,. Ils se réferent ensuite a la théorie des équations el-
liptiques [60] pour montrer que la fermeture de A, notée A, est un générateur. Un tel
argument ne donne a priori aucune information sur le domaine de A a part le fait que

D(A) > D(A,).

Les auteurs affirment que le générateur A est a résolvante compacte car l'injection de
W0, m] dans L'(0,m) est compacte mais ils ne montrent pas que le domaine de A
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est inclus dans W [0,m]. Il y a donc & priori une lacune dans leur preuve que A est a
résolvante compacte. Ici, on définit A sur un domaine explicite

D(A) = {(u, ug, um) € Wz’l(o,m) x R? : u(0) = ug, u(m) = up},

ot W21 désigne I’espace de Sobolev des fonctions L' dont les dérivées au sens faible d’ordre
un et deux sont également dans L'. En effet, en plus des arguments de dissipativité de
[51], on montre directement que l'opérateur est fermé, densément défini et qu’il satisfait
la condition du surjectivité. Ainsi, on donne un résultat de génération avec un générateur
explicite. En particulier, la connaissance de D(A) permet d’affirmer que A est a résolvante
compacte.

Dans [51], les auteurs montrent que {e**};5o est irréductible sous I'hypothése que 3
est continue sur [0,m)]” et

8(.,.) >0. (1.28)

On montre ici que 'hypothese (1.28) de stricte positivité n’est pas nécessaire. En effet,
et.A 2 6tA

et on montre que {e'};5¢ est irréductible en utilisant le principe du maximum de Hopf.
En particulier, {e};>¢ est irréductible méme si 8 = 0. Le fait que la résolvante (A —.4)~*
soit compacte et irréductible implique grace au théoréme de de Pagter que

re((A— A7) > 0.

De plus, comme
1

A= s(A)

alors s(A) > —oo. Puisque la borne spectrale d'un opérateur positif de L' appartient &
son spectre [108], alors I'existence d’une valeur propre réelle algébriquement simple de A
est assurée.

Nous traitons ensuite un probleme plus délicat. En effet, dans [51] les auteurs déduisent
du fait que A est & résolvante compacte et que {e};>o est irréductible, que {e};g
converge (en norme d’opérateur) exponentiellement vers le projecteur spectral P associé
a la valeur propre dominante A de A

re((A—A)7) =

eetA _ p (t — o0).

A priori, une telle preuve n’est pas compléte. En effet, cette conclusion peut étre obtenue
uniquement si 1'on sait que le semigroupe {e™};50 a un gap spectral, ce qui n’est pas
du tout une conséquence de la compacité de la résolvante de A et de l'irréductibilité
de {e"};>0. En fait, on a besoin d’étudier le spectre du semiroupe {e};>q lui-méme.
On peut montrer cette propriété en utilisant des outils développés dans le contexte de
théorie de Transport [108, 110]. En supposant que K est faiblement compact, on montre
en premier lieu que

wess(A) = Wess(A) < S(A)7
Deuxiémement, on suppose que

K40
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Section 1.6. Principaux résultats du manuscrit

i.e. A(.,.) n’est pas égale & 0 presque partout. Alors le fait que la résolvante (A — A)~!
soit compacte et irréductible, et que

A=A <A-A 0<A-ATEAN-A)T!
nous permet d’utiliser le théoreme de Marek (voir Théoreme A.4.9) pour en déduire
ro((A = A)71) <re((A = A7),

On obtient ainsi 1 {
A= s(A) " A= s(A)

pour A\ assez grand et donc
s(A) < s(A).

Ceci implique que {e'};>o posséde un gap spectral

Wess (A) < wo(A).

Le fait que
e WA 5 Pt 00)

exponentiellement n’est donc quune conséquence de l'irréductibilité de {e};5q et de
I’existence d’un gap spectral.
On généralise ensuite la théorie au cas

m = o0

permettant des tailles arbitraires pour la taille des cellules, c¢’est-a-dire que 'on étudie
également dans la Section 4.2 le modele suivant qui ne semble pas avoir été étudié jusqu’ici

(t,s) + O0s(v(s)ull, s)) = Os(d(s)0su(t, s)) — pu(s)u(t, s) + /OOO B(s,y)u(t,y)dy, (1.29)
[05(d(8)0su(t, 5))]s=0 — boOsu(t, 0) + cou(t,0) = 0. (1.30)

Koo = (L(0,+00) X R, .|l x..)

se trouve étre bien plus complexe. En effet, 'opérateur étudié est

Ac(in) = A () e )

_ ( (du') — (yu) — pu ) N <f0°° B(., y)U(y)dy>
(bo — 7(0))u'(0) — poug Jo~ Bo(y)uly)dy

de domaine D(A.,) donné par

{(u,u0) € Xoo; w € Wi (Ry), u(0) = ug, (du')' — (
et limg o0 d(s)u'(s) — y(s)u(s) = 0}.

31



Chapitre 1. Introduction générale

A priori, le domaine du générateur est plus grand que 'espace

{(u,u0) € W (Ry) x R; u(0) = o}

mais on montre que cet espace est un coeur de D(A.,) (i.e. un sous-espace fermé pour la
norme du graphe).

Comme précédemment, I'irréductibilité du semigroupe est montrée en utilisant le prin-
cipe du maximum de Hopf. De maniére similaire, si

LR 3 u— [ ACyuly)dy € LRy

est faiblement compact alors les semigroupes {e1><};~¢ et {e><};5¢ ont le méme type
essentiel. D’autre part, on ne peut pas faire appel aux arguments de Marek pour en déduire
Iexistence d'un gap spectral, car A, n’est a priori pas a résolvante compacte. Dans ce
cas, on montre que la propriété de gap spectral

Wess (A) < 5(Aso)

est satisfaite s’il existe un ensemble mesurable I C R, de mesure strictement positive tel
que

u € LYR,), u(y) >0 p.p. = /0 B(s,y)u(y)dy > 0 p.p. s € I.

et si
lim K — A )t 1. 1.31
A—>;(Aoo)r‘7< OO()‘ OO) ) > (1.3 )

On ne sait pas si (1.31) est toujours satisfaite. En particulier, on ne sait pas si

. . -1y _
/\EglA)rU(K()\ A)7) =400 (1.32)

est toujours vérifiée. On peut noter que si

g _ -1
n = AJ;&}M)TJ(KOO()\ Ay)T) <40 (1.33)

alors le semigroupe généré par
Ay + Ky

a un gap spectral des que
c>nt.

Déterminer laquelle de (1.32) ou (1.33) a lieu en général est un probleme ouvert. On peut
aussi donner des conditions suffisantes en terme de norme. En effet, si S est minorée par
un noyau séparable

B(x,y) > Bi(z)Ba(y) (1.34)

(0 (o),
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ot (U), se réfere a la premiere composante de U € X. En particulier, (1.31) est satisfaite

si 8y (()\ —Aw)” (61%0)))1

On note que (1.34) est vérifiée si 5 est continue a un point quelconque (z,7) avec 5(Z,7) >
0. Ces résultats font 'objet de l'article [111].

Dans la Section 4.3, on montre que (1.31) est vérifiée dans le cas particulier ou les
fonctions d, ~, p sont constantes, avec d > 0, > 0 et ou [ vérifie (1.34). En effet, sous
ces hypotheses, on peut donner explicitement I'expression de la résolvante, étant donné
qu’on résout une équation différentielle du second ordre a coefficients constants. On est
alors en mesure de montrer que

$(Ax) = —pt.

(o (),

puis on montre que (1.32) est vérifiée. Ainsi, quelle que soit la valeur des constantes, le
semigroupe généré par A> a le comportement de croissance exponentielle asynchrone.

> 1.
LY (Ry)

lim
A—=s(Aso)

On calcule ensuite

LY (Ry)

1.6.4 Un modele proie-prédateur a retard
Le Chapitre 5 reprend le modele de Lotka-Volterra structuré en age (1.16) avec 1'idée
d’étudier le comportement obtenu sur la Figure 1.5. On considere les fonctions
1= o, Bla) = BoXirroo) (@), ¥(@) = Y0X[r+00) (@),

ou 7 > 0. Afin d’étre dans le cas ou la convergence vers I’équilibre non trivial semble
possible, on calcule les seuils définis dans le Chapitre 2 et on trouve

/8067“07-

RO - ; a =T, R_=0.
Ho

On suppose donc que
Ry > 1.

Une intégration formelle de (1.16) nous amene a étudier le systeme différentiel a retard

{ X'(6) = Boe X (t =7) = o X (£) = 70X (D)y(h), (1.35)
y(t) = anX®)y(t) —ay(t), '

ou X(t) = [>°x(t,a)da, qui est en fait un modele de Lotka-Volterra a retard. On se place

alors dans 'espace
X =C([-7,0],R) xR

muni de la norme
[ (u, )| 2 = ||ulloo + |v]

et on pose pour condition initiale
X(e) = ¢(9>7 Vo € [_Ta 0]7 y(()) = Yo,
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avec (¢, yo) € X. On obtient ainsi deux équilibres
Ey:=(0,0) e X, E*:= (X*X[=r0,¥") € X,

ou

(X*,y*) _ < 0 BOG_MOT B ,Lto>

avo’ "0
et ol E* existe (et est unique) si et seulement si Ry > 1. On considére ensuite les ensembles
0
So={(d,y) € Xy 1y >0, [ ¢(a)da >0},

—T

Sz ={(p,y) € Xy 1y >0,¢(a) >0Va € |[-7,0]} C 5.

En utilisant quelques majorations, on montre que I’ensemble S;3 est positivement invariant,
c’est-a-dire que
(I)t(Z) € Sg, Vz € Sg,vt 2 0.

De plus, I'ensemble Sy est (27, S3)-positivement invariant au sens o, pour tout z € S,
alors
P, (z) € S5, Vit > 27

Ainsi tous les résultats qui sont montrés par la suite pour des conditions initiales dans S
peuvent en fait étre étendus a S. On pose ensuite

g(x) =z —1In(x) — 1
et on montre que la fonction

L.: X 3 (¢,y) = Vi(d,y) + Va(d,y) + Vs(d,y) € X

est une fonction de Lyapunov sur S3, ou l'on a
X*

En effet, quelques calculs nous permettent de montrer que

Vi(g,y) = aX"g <¢<O)> , o Va(dy) =y'g (j) ,

at[L*((I)t(Z))] = —aﬂoX*g ()(g(t(;)ﬂ) S 0

pour tout z := (¢,y9) € Ss. De plus, 'invariance de S3 implique que L, est bien une
fonction de Lyapunov. Puisque la fonction positive

Floyo) : T Lu(Pe(0, 10))
est décroissante pour tout z := (¢, yo) € S3 et

lim g(z) =400

T—-+00

34



Section 1.6. Principaux résultats du manuscrit

alors pour tout z € Ss, la solution du probleme (1.35) est bornée. Le caractére borné et
le fait que L* soit une fonction de Lyapunov sur S3 implique [138] que pour tout z € S,
I'ensemble w(z) est non vide et est contenu dans le sous-ensemble invariant maximal de

{v:=(¢,y0) € S5 : O[L.(P(v)] =0, VE > 0}.
Or, on voit que la dérivée s’annule si et seulement si
X(t—71)=X(t), Vt>0,
donc w(z) est inclus dans
[vi= (6,90) € Sy : B (v) = BF,,(v), ¥t = O},

ou ®* dénote la premiere composante du semiflot ®. Par conséquent, X converge soit
vers une solution constante, soit vers une fonction 7-périodique. On rappelle que, dans le
modele général (1.16), la convergence vers I’équilibre non trivial ou une fonction périodique
n’est montrée que numériquement. On en déduit alors que la solution (X,y) de (1.35)
converge soit vers un des équilibres, soit vers une fonction 7-périodique. On montre ensuite
qu’il existe une solution 7-périodique de (1.35) si et seulement si I'hypothese

VO (1.36)

2m

est vérifiée (et dans ce cas, la solution est unique). Pour le montrer, il faut voir qu’une
fonction 7-périodique est solution de (1.35) si et seulement si elle est solution du modele
EDO de Lotka-Volterra. Ensuite, on considere le modele (1.15), on prend une condition
initiale (2°,9°) € (R*)? et on définit I'énergie

bO 0
E:cazo—d—l—byo—a—aln(y)—dln(i).
a

La solution de (1.15) est périodique et la période (notée T') dépend de E. En fait [128],
la fonction E — T'(FE) est strictement croissante et

: 2 :
}}LIBT(E) = Jad blgr;OT(E) = 00.

En remplacant les parametres, on obtient ainsi

2 21

T> = :
V(Boerom — pg)s VO0y”

Par conséquent, pour obtenir 7' = 7 il faut que 'hypothése (1.36) soit vérifiée. Dans le
cas contraire, la stricte croissance de la fonction E +— T'(E) donne 'existence et ['unicité
d’une solution 7-périodique pour le modele EDO et par conséquent du modele a retard.
Ainsi, on en déduit que, pour toute condition initiale z € S3 :

1. si (1.36) n’est pas vérifiée alors
w(z) C {E"} U{Eo};
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2. si (1.36) est vérifiée alors
w(z) C{E*} U{Ey} US,;
ou S, C S3 est le sous-ensemble 7-périodique de Ss.

On montre ensuite que 'équilibre Ey est fortement inattractif. Pour cela, on considére une
condition initiale (¢, yy) € S3. Le fait que

li =
. otr) = oo

implique que, si Ey était localement attractif, alors on aurait

lim  Figy0)(t) = +o0

t—+00

ce qui contredit le caractere borné des solutions. Ainsi, pour toute condition initiale z € Ss,

on obtient -
w(z) = {£*}.

La stabilité au sens de Lyapunov de I’équilibre E* est ensuite démontrée directement en
utilisant la définition et du fait que L* est une fonction de Lyapunov. La stabilité et
I'attractivité de E* impliquent enfin la stabilité asymptotique globale de E* dans Ss (et
donc dans S) lorsque (1.36) n’est pas vérifiée. On peut enfin revenir au probléme initial
(1.16) et considérer ’ensemble

Xa = {(wo,40) € LL(R}) x R : /OOO zo(a)da > 0}.

On est alors en mesure de montrer que, si £* est globalement asymptotiquement stable
dans Sy, alors I’équilibre F5 du probléme (1.16) est globalement attractif dans X4. Il faut
en effet voir que si

lim X(t) = X", lim y(t) =y~

t—+o00 t—+00

alors cela implique pour le modele EDP que

lim z(t,0) = GoX*

t——+o0

et on montre grace a la méthode des caractéristiques que

tginoox(t, a) = x*(a)

pour tout a > 0. Lattractivité de Ey = (z*,y*) en découle ainsi. Déterminer si E* est
globalement attractif dans S, \ S, lorsque

TV OY* Yo -

27

1

est un probleme ouvert.
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Chapitre 2

Implication of age-structure on the
dynamics of Lotka Volterra
equations

2.1 Introduction

In this Chapter we consider the following predator-prey system

Dur(t,a) + Dur(t,a) = —pla)e(t,a) — y(t1r(a)e(t,a),
y(t) = ay(t) Jo~~(a)zt, a)da — dy(t), (2.1)
z(t,0) = [o° Bla)x(t,a)da ¥Vt >0, '
z(0,a) = zo(a) Ya > 0 and y(0) = yo,

with z(¢,a) and y(t) that are respectively the density of preys at age a > 0 and time t > 0
and the density of predators at time ¢ where :

- a € (0,1), 0 > 0 are constant parameters that respectively denote the assimilation
coefficient of ingested preys and the basic mortality rate of the predator ;

- 1,7, B € LP(R;) are age-dependent functions that represent the basic mortality
rate of the preys, the predation rate and the birth rate for the preys.

In all that follows, we assume the following on parameter u :

J g > 0 such that p(a) > po a.e. a > 0. (H1)
A consequence of (H1) is that [ u(a)da = oo, implying that
1)dl

s e Jo

is a probability function, this latter describing the survival until age a.
Note that, linked to Problem (2.1), the total population at time ¢ is given by

y(t) + /Ooo z(t,a) da

and the total ingested preys by the predators by
a/ v(a)z(t,a) da.
0

39



Chapitre 2. Implication of age-structure on the dynamics of Lotka Volterra equations

2.2 Well posedness and positivity

2.2.1 Notations

In all that follows, consider the Banach space
X=L'"MR,) xR

with the product norm and his nonnegative cone defined by Xy = L1 (Ry) x R.
We consider the following differential operator

A: DA CX — X,

where o0
D(A) = {(6,2) € X.6 € WH(R:) and 6(0) = | Bla)(a)da},
D 0 do
Az(o _5>, Do =~ — o
and the function f: X — X given by

_( —=090)
716,2) = <az fé"’v(a)szﬁ(a)da) ’

so that Problem (2.1) rewrites as the following abstract Cauchy Problem :

d (2(t)) _ 4 (=)
% (y(t)) = A <y(t)> + f({l?(t), y(t))v (2.2)
(2(0),5(0)) = (z0(.), %) € X

2.2.2 Linear part

To perform an analysis of Problem (2.2), we start by a study of the differential operator
(A, D(A)). The same arguments that developped in [11] prove that D(.A) is a dense subset
of X. Furthermore, as proved in [153] and [117] for such an operator, there exists real values
Ao and wy satisfying

min(Ag, wo) > || Bl L) — ko

such that A — Ao/ is dissipative and (Al — .A) is surjective for every A\ > wy. The classical
Lumer-Phillips theorem implies that A is the infinitesimal generator of a positive Cp-
semigroup {7T4(t)}+>0 that is quasicontractive : [|[T4(¢)||lx < € for all ¢ > 0 and w >
18] oo (my — fto. The details of the proof can be found in Appendix B.

2.2.3 Local existence, uniqueness and positivity

Since the nonlinear part f of Problem (2.2) is quadratic, it is clearly a locally Lipschitz
continuous function on X. A consequence of Theorem A.5.2 is that for every (xo,y0) €
X, there exists tyax < 400 such that Problem (2.2) has a unique mild solution u €
C([0, tmax(T0, o)), X) where tpax(zo, yo) < 0o. Furthermore, this solution is defined in a
classical sense whenever (g, yo) € D(A).
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We now prove that for any initial condition (zo,yy) € Xy, the corresponding solution
remains nonnegative on [0, tyay ). To achieve that goal, we need the two following lemmas.
Their proof can respectively be found in [119, Lemma 1] and [120, Lemma 2.1]. Let us
define

B ={(6,2) € X (6 2)llx <m}, m >0,

Lemma 2.2.1. There exists K > 0 such that for every ((¢1,21), (¢, 22)) € B2, and
m > 0 we have

1 (D1, 21) = (D2, 22)|x < m K[[(d1,21) — (d2, 22) || x-

Lemma 2.2.2. For every m > 0, there exists A\, € R such that
(¢.2) € B N XL = f(,2) + An(¢, 2) € Xy
In fact, it is sufficient to take Np, > m||7y| Lo ®,)-

Proposition 2.2.3. For every (zo,yo) € Xy, there exists tymax(To,vyo) < o0 such that
Problem (2.2) has a unique mild solution u € C([0, tmax (o, Y0)), Xy )-

Proof. Let m > 0 and A, > m/||7y||re(r,). Let us define the linear operator
Ap =A—= 1
and the function
fm=f+ Al
Then A,, is the infinitesimal generator of a positive Cy-semigroup {74, (¢) }+>0 on X that

satisfies || Ta,, ()|l x < e@ =) for every t > 0. We then let

rm = 2[|(z0, y0)[|x sup || T4, (s)[| >0,
s€[0,1]

then suppose m large enough to have r,, < m and we denote by X\ = X, N B, C B,,.
We consider 7 > 0 such that

1
2(Krm + Am) X sup | T4, (s)llx |’

s€[0,1]

7 < min | 1,

and a consequence of Lemmas 2.2.1 and 2.2.2 is that the linear operator
G : C([0,7], X) = C([0, 7], X)
defined by
Gett:)9(0) = T 0 (10) 4 [ Taste =150 (10
Yo 0 y(s)
is a 1/2-shrinking operator on C([0, 7], X{™) that preserves this latter space. The Banach-
Picard theorem and some classical time extending properties of the solution then yield

the proposition. O
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2.2.4 Global existence

Theorem 2.2.4. For all (xg,y0) € Xy, Problem (2.2) has a unique mild solution (x,y) €
C(R—H X—I—)

Proof. Consider (z,y) € C([0, tmax), X) the solution of (2.2) and suppose by contradiction
that tmax < 00. Let us first prove that for every ¢t > 0, [|z(t,-)|| L1 (r,) < 00.
A direct consequence of the positivity is that

Ox(t,a) + Oux(t,a) < —u(a)z(t, a).

It is classical, using the characteristics of the PDE equation, that an implicit formulation
of the solution of
Orx(t,a) + Oux(t,a) = —p(a)x(t, a)

that satisfies the loopback boundary condition in (2.1) is given by :

~ Jawola—t)e Jamonds i > t,
ol a) = {w(t —a)e” Jo nis)ds if a < t, (23)
where ¥(t) = x(t,0) satisfies :
B(E) = Bt —u)e o 1 O%du 4 [ Blu)ag(u — t)e” Fue gy 2.4
= @Bt - we kO 2 Bt Oag(upe LT O,

From equation (2.4) we define two operators
Sy o LY0,t) — LY(0, 1), Sy : LYMR,) — L'(0,1)
for every ¢ € L'(0,t), ¢ € L*(R;) and & € [0, ] by

S(e) = JEv(y)BE - y)e-fo:y“@“dy,
$6(€) = o o)Bly+ el HItqy,

so we formally get the following representation :

elt.a) = J70l@ = Jum s ifa>t,
’ (I = 8)) 1 Samo(t — a)e™ Jo M0 if q < ¢,

This latter equality is well defined. Indeed, as proved in [6], S; is a Volterra operator,
then for all A € C\ {0} and ¥ € L'(0,t) fixed, we have a unique function ¢ € L*(0,t)
such that

(A = S1)p=1.
Thus (I — S;)~! is well defined from L'(0,t) to L'(0,t). Since zy € L*(R,) then

(I — 31)71821’0 € Ll((),t)
Consequently for all £ > 0 we have

e8] t
Nz (t, ) 1@,y < /t zo(a — t)da —I—/O (I — S;) " Symo(t — a)da < oc.
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Moreover, straightforward upper bounds imply that

Y (t) < aMy(®)l|vl ey

for every ¢ > 0, where M = maxgcjo .. |2(8, )|l 2r@,)y < 0o. Thus, if £, < 00, an
integration of the differential inequality would lead to

y(t) S yOGOCthax”'YHLOO < 00,
implying a contradiction with the fact that we have either

lim ||$(t, ')||L1(R+) =00

t—tmax
or

Jim Jy(1)] = oo
Finally t,.« = oo and the solution is global in time. O

We finally get existence and uniqueness of a global nonnegative solution. The goal is
now to analyze the asymptotic behavior of the solutions.

2.3 Stability, persistence and boundedness

Suppose that we have a positive initial condition (zg, o) € X, where
X7 = {(z0,%0) € X : /O xo(a)da > 0 and yo > 0}.

Let us define
a; = sup{a > 0 : |[supp(7y) N (0,a)| = 0} < cc. (2.5)

Remark 2.3.1. This definition implies that there exists v > 0 and as > a; such that
Ja2~y(a)da > ~_. The case a; > 0 translates the fact that the youngest preys are not
considered as a resource availability for the predators.

In all that follows, let us consider the following thresholds :

Ro= [~ la)e™ g, (26)

R_= /a1 Bla)e™ Jo M3 qq, (2.7)
0

Note that, similarly to the basic reproductive number in the epidemiological case (see
Section 1.4.2 for more details), the Ry value represents the average number of offspring
that is produced over the lifetime by one prey and in a context with no predation. This
threshold will give a characterization of extinction of the total population.

In the same idea, the R_ value represents the offspring produced by one prey from his
birth, until it begins to be hunted by the predator. We will get an unboundedness result
from this threshold.
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2.3.1 Equilibria

We first look for steady points of problem (2.1). The point (z*,y*) € X is an equili-
brium if it is a solution of the system

(@) (a) = —pla)z*(a) —y*y(a)z*(a),
0 Zayfo ’Ya)*(a)a 5y,

(
z*(a)p(a)da

8
*
—~
=)
~—
|

An integration then gives
z*(a) = 2*(0)e” Jo ns)ds—y" [ (s)ds
2*(0) [1 — J5° Bla)e™ Jo mv Jya9dsqq | =
y* o 5% y(a)a* (a)da — o] = 0.

Note that R_ < Ry and we get the following proposition.

Proposition 2.3.2.

1. If Ry < 1 orif (Ry > 1 and R_ > 1) then there is a unique equilibrium that is
Ey = (0,0);

2. If Ro = 1 and R_ < 1 then for all £ € [0,00), B¢ = (77¢,0) is an equilibrium,
where x1¢ is defined by x7 (a) = e~ Jo w3 particular Eyg = Ey ;

where - E an eq
x2*7£(a) — xz*’g(o)e foa M(S)ds—f foa 'y(s)ds,

5o . . )
70 =75 [/0 y(a)e™ Jo 1€ s qq

(0%

4. If Ry > 1 and R_ < 1 then besides the trivial equilibrium Ey, there is a positive
equilibrium Ey = (x5, y*) = (g, y*) with y* that satisfies

/Oo Bla)e” Jo #e)s=y [ ()ds g — 1 (2.8)
0

2.3.2 Stability

To perform the stability analysis, we exhibit some spectral properties of the differential
operator A and of the semigroup {74(t) }+>0. For more details about spectral theory and
stability results we can look at Sections A.2 and 1.4.1. In the context of Problem (2.1),
the following result holds.

Theorem 2.3.3. We have wess(A+ Dgf) < —po < 0.
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To prove Theorem 2.3.3, we start by a lemma dealing with some compactness pro-
perties about the differential of f. One can note that for every E = (z*,y*) € X, the
differential of f at an equilibrium E can be written as

Dpf = (Dpfh+ (Dgf): = <_%*7 8) T (@y*27(~) a fo? 7_(35*(6061@) ’

where L., is the operator defined for some integrable function & on R, by :

L,:h~— / v(a)h(a)da. (2.9)
0
Here is the compactness result :
Lemma 2.3.4. The function f is in C*(X) and the operator (Dgf)q is compact.

Proof. Since function Dgf : X — X is Lipschitz continuous, it is a bounded operator on
the Banach space X and so Dgf is continuous and f is in C'(X). We now prove that
(Dgf)s is compact.

Denoting (Dgf)s = (G1,Gs)" where G; : X — LY(R,) and Gy : X — R, we can easily
check that G5 has a finite dimensional range and is consequently compact. To prove the

compactness of G; we use the classical Riesz-Fréchet-Kolmogorov (RFK) criterion in L'
(see Theorem A.3.1). Let h € R, and S C X be a bounded subset of X'. Then there exists
M € R, such that ||(¢, 2)||x < M for every (¢, z) € S. Denoting by

T(¢) = &(- + h)

the translation operator in L' we then have

I70G1(9, 2) = Gi(d, )y < 2] o7 [v(a)z*(a) — y(a + h)z*(a + h)|da
< Mlma(ya*) = (vo) || gy

Since v € L*(R,) and z* € L*(R,) then vz* € L'(R,) and consequently we have
(1) — (8 ascay — 0.
It implies

sup ||[17.G1(0, 2) — G1(, 2)|| 11 — 0. 2.10
S G (6,2) = G0 2N 2, (2.10)

Furthermore we can similarly prove, using the Lebesgue theorem, that

sup [ |Ga(é(a), 2)|da — 0. (2.11)

(p,2)€S I rree

The consequence of (2.10)-(2.11) and the RFK criterion is the relative compactness of
G1(S) in LY(R,). Finally, G; is compact and so is (Dgf)s. O

We can now prove Theorem 2.3.3 :
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Proof. (Theorem 2.3.3)
The fact that (Dgf)s is a compact operator and the use of Theorem A.2.9 implies
that for every equilibrium F,

Wess(-/4 + DEf) - wess(-/4 + (DEf)l)a

so we need to prove
weSS(A + (DEf)1> S —Ho-

Similarly to the proof of Theorem 2.2.4, we can calculate the expression of the semigroup
generated by A+ (Dgf); :

Tas (e (t) gzg)
(xo(a — e

WD Y b (t — a)e Jo W g
yoe " |

where 9(t) = x(t,0). We decompose the operator T4 (p, ), in :

Taeioen @) (22) (@ =120 (22) @+ 70 (17) @)+ 70) (2) . winn -

Yo Yo 0 o

xg (xo(a —t)e” faaft(“(s”y*”(s))ds, 0) ifa>t,
Ti(t) (a) = .
Yo (0,0) if a < t.
Th(t = a .
2(f) <y0> (a) {(w(t —a)e” Jo &)y (s)ds 0) ifa<t.

Yo

The operator T3 is compact because its range is a finite dimensional space.
For the operator T}, we get the upper bound

o)

and consequently we get

Ty(t) (9”0) (@) = (0,y0e~%),¥t>0,a > 0.

< / x‘o(a — t)e_ fa—t M(s)dsda < 67#0)5/ xo(u)du
t 0

X

ITa(t)]| v < et (2.12)

Let us define the operators
S L'(0,t) = L*(0,1), S, LY(R.) — LY(0,1)
by
N ¢ » )
Sip(§) = / B)BE =yl Jo WOy
Q OOO &ty N
5:0(8) = /0 S(y)Bly + E)e . HOHIENs g,

Thus we get the following expression for the operator T :

x0> . (07 O) if a Z t,

T t A A a *
2(1) (yo (((1 — 51) "1 Syxo(t — a)) e~ Jo (o)) g g 0) if a < t.
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Section 2.3. Stability, persistence and boundedness

We can show that S is bounded, so as I — S,. Since (I— 5‘1)_1 is well defmed and (I — gl)
is bijective from L'(0,¢) in itself, which is a Banach space, then (I — S;)™" is bounded.
Let us define the operator o

Sy LYRy) — LY(0,1)
by

__ oo &ty s o ()ds
R O

where c is a positive constant. Using the RFK criterion (see Lemma 2.3.4), we can prove
that S5 is compact for every ¢ > 0. Indeed, setting h > 0 and taking B a bounded subset
of L'(R,) we get, for ¢ € B :

|74 (572¢) — 5201 (01)

o0 Y () s — [T () s
< eft e g(y) (B e = [T ) >dyd§
sty . Ety+h )
< cfgfow(b(y)e—fy [(s)+y*v(s)]ds 1— o Jeny [u(s)+y 7(3)]%) dyde
< efy 5o oly) (1 — el ) dyde
S ct (1 — e_hH/J‘HL00> f6>0 ¢(y)dy,

which converges to 0 uniformly on B when A tends to 0 since B is bounded. Therefore Sy
is compact. Since for ¢ = || ||~ we have

Sagp(x) < Sa(x)

for all ¢ € L'(R,) and = € [0, ], then S, is also compact and so is the operator Tb. Finally
since T5(t) and T3(t) are compact for every ¢ > 0 then

||TA+(DEf)1(t)||ess = HTl(t) + T2(t) + T3(t)||ess
= [|73(t)][ess
< |73 ()],

and consequently to (2.12),

weSS(A_'_ (DEf)1> S —Ho-

Equilibrium Ej

The differential of f at the point Ey is the null matrix. So the linearized system to
study is
u'(t) = Ault).
Using Theorem A.2.8 and since wess(A) < 0, we just need to study eigenvalues of A. We
thus try to solve the system

Ox(t,a) = —0.x(t,a) — p(a)x(t,a),
t) = —dy(t), (2.13)
z(t,0) = [T xz(t,a)B(a)da.
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We are looking for solutions of the form
z(t,a) = z(a)eM,  y(t) = ye, A eC.

So, after replacing the latter expressions in the first equation of the system (2.13) then
resolving the system, we get

z(a) = 35(())6—foa[AJm(s)]ds7
—0y,
2(0) = f;°%(a)B(a)da.

The second equation only admits —d as eigenvalue, which is real and negative. Then,
using the third equation, we obtain the following characteristic equation

>~
<
Il

[ Blayer iboweisgg — 1
0

We thus can show the following theorem, where Ry is defined in (2.6) :
Theorem 2.3.5.
1. If Ry < 1 then Ey is globally asymptotically stable in X, .

2. If Ry > 1 then Ey is unstable.

Proof. 1. Suppose that Ry < 1. The real part of the characteristic equation gives :
/ B(a)e BeNa cog(—Im (N)a)e™ Jo M)sqq = 1,
0

Then, if Re (A) > 0 we get Ry > 1 that is absurd, so wy(A) < 0 and Ej is locally
exponentially asymptotically stable from Theorem 1.4.3. Now we prove the global
stability. Let (zo,y0) € X} be the initial condition, then the solution of (2.1) at
time t is given by the Duhamel formula

(167) =m0 (3) [ =1 ()
Since wp(A) < 0 then

=0
X

. xXr
i HTA@ (y;))

lim [[z(, )]0 =0

t—o00

and consequently

since the first component of f is non positive. Finally, with the second equation of
(2.1), we get
lim y(t) =0

t—o0

and the global stability of Fy follows.
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2. Suppose that Ry > 1 and define the function
g:A— / Bla)e e~ Jo w3 qq,
0

We see that g is strictly decreasing with g(0) = Ry > 1. There consequently exists
A > 0 such that g(\) =1, so
WO(A) > 0.

Since wess(A) < 0 an application of Theorem 1.4.3 implies that Ej is unstable.
]

Remark 2.3.6. We can see that in the case Ry < 1, the total population is bounded.

Equilibria F ¢
Let £ > 0 and consider the equilibrium FE; . Then the differential of f at the point
FE, ¢ is given by
0 -y
D = 0 i .
El"gf (O a fy y(a)xl’g(a)da>
The linearized system at E ¢ is thus

du
S0 = (A+ Dy, ult).

Once again we just need to study eigenvalues of the operator A + Dg, ,, so we study the
system
a) = 2(0)e PO —y(a)a] (a)g,
Ny = =0y +ayfy v(a)z]¢(a)da, (2.14)
#0) = Ji°#(a)B(a)da.

Let us denote .

_ o — [ u(s)ds
S = > [/0 v(a)e da|

then we get the following instability theorem.
Theorem 2.3.7.

1. If £ > S then the equilibrium E ¢ is unstable.

2. If € > 0 then for every € > 0 there exists £(e) such that By g€ B(Eg,€).
Proof.

1. Let £ > S. The second equation of (2.14) and the definition of z7 . given in Propo-
sition 2.3.2 imply

Ag — <—§ + a‘/ooo 7((1)56_ foa N(S)dsda) g

Defining ) N .
A=+ a/ v(a)ée™ Jo s,
0
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we get A > 0 since & > S.
The first and third equations of (2.14) give us

(1 B /oo B(G)e_ foa(u(s)-l-)\)dsda/) + é—y/ u(s dsda —0.
0

Since A > 0, we get

/Oo B(a)e_foa(”(s)”L;\)dsda < Ry.
0
We know by definition of E) ¢ that Ry = 1. Consequently
(1-— /Ooﬁ(a)e_ foa(“(5)+5‘)dsda) > 0.
0

Let y =1 and
—€ [ Bla)y(a)e o H9%dq

#(0) = i
1— fooo B(a)e_ fo (,u(s)—&-)\)dsda

Then, defining
#(a) = 2(0)e b PO — 5 (a)ai (a),

we finally find (z,y) # (0,0) that verifies the system (2.14), so we find a positive
eigenvalue and the equilibrium £ ¢ is unstable by using Theorem 1.4.3.

2. Let £ > 0, € > 0 and define B
£ =&+ epo.
We then get ) ¢ € B(E¢,€) since

— o0 a o0
B e—Erella = Izl e =21 ¢llnwy) = !5—5\/0 e 19 gq < 6#0/0 e Mda < e.

O

The latter assertion prevents all equilibria F1¢,§ > 0 to be locally asymptotically
stable.

Equilibrium FE,

We now focus on the equilibrium Ey = (23, y*) that exists if and only if Ry > 1 and
R_ < 1. Then the differential of f at the point F, is given by :

ons =y 7
where L., is defined in (2.9). Since the linearized system is
u'(t) = (A+ Dp, fu(t)
we thus have to study the system

#(a) = =+ pla) + (@) 2fa) = v(@)a3(a)f,
A= oyt 52 v(a)Z(a)da,
(0) = [5°z(a)b(a)da.
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We finally have to solve the system BX = C', where :

(b1 by (0 ~ (z(0) o
B_<b3 b4>’0_<0> andX—<g , with :

bl - 1- fOOO 6(@)6 f $)+A+y*y(s dsda

a

5 00 S a—u
by = —= J57 Bla)e” Jo MO [y (u)em X duda,
by = ay' g gﬁa) HEPPAT O g,
by = =X = i (@) S I iy (e duda,

and - .
r— / y(a)e Jo W v@ds g
0

In the specific case where « is constant, we can compute the eigenvalues.
Theorem 2.3.8. If y(a) = vy, Ya > 0 then A = £i\/y*yoo.

Proof. By solving BX = C, we need to have det(B) = 0 to get a non zero solution X. It
is then equivalent to have

b1by = bybs.

Since

by = o0 ([ playe 0o gq [ plage 0o, )
al'A \Jo 0

then, with (2.8), we get

5,70 > —f (n(s)+A+y*(s))ds ) 5’}/08)1
oY (1 J, flese 1) =2

This implies that

070b3
biby = bob by =
104 203 < 04 ol
which is equivalent to
-\ — 6y*7§ (foo — 5 (u(s)+r0y* )ds 3, — /OO 7/ s) +Yy* + A)ds da
Al
Su* / ’ s)+vy" + A)ds
_ y 70 e (1(s) + 0y ) da.
With the expression of I', we finally get
0y Yo
)\ =
A
and the proof is completed. O

Note that similarly to the ODE Lotka Volterra system, we get the existence of imagi-
nary eigenvalues. In the case where « is not constant, the analysis is much more complica-
ted to perform. However, we will perform some simulations in the next section to exhibit
the different possible behaviors.
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2.3.3 Persistence

In this subsection we express some standard notions from mathematical ecology by
formulating, in the context of Problem (2.1), the definition of persistence. First, let us
give a proposition, whose arguments of the proof can be found in [120].

Proposition 2.3.9. Problem (2.1) induces a continuous semiflow via

DR, x X, — X,
(t, 20) = Pi(20) = (2(1), y(t)),

where (x(t),y(t)) is the unique solution that satisfies (x(0),y(0)) = zo.
Let us suppose that
dm > 0,30 < a <@ < oo such that S(a) > n, for almost every (fa.e) a € (a,a) (H2)

and consider the property

¢
37]2>0,E|0§t1<t2<g:/2xo(a)da2n2. (P)

t1
Without lost of generality, we assume that |ty — t1] < |@ — a| even if we reduce 7.

Remark 2.3.10.

1. Assumption (H2) means that preys of a certain range of age have a high ability to
reproduce.

2. Assumption (P) together with property (H2) means that there is initially a high
enough quantity of young preys that will be able to reproduce later.

Let us consider in all that follows the set
Xo = {(z0,yo) € X that satisfies (P)}.
Here is the definition of persistence for our system (see also Section 1.4.3).
Definition 2.3.11. Considering the mapping p; : (z,y) € X — ||z||11(r,), we say that
1. the prey population is uniformly strongly persistent if

Je > 0:V(zo,y0) € Xo,  p1(z0,%0) > 0= 0, (20, %0) > &;

2. the prey population is uniformly weakly persistent when considering 0;1(90)
instead of o (7).

This definition can be naturally extended to the case of persistence of the predator
population, by considering the map ps : (z,y) € X +— y instead of p;. We thus can prove
the following theorem, where R_ is defined by (2.7).
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Theorem 2.3.12. Suppose that the initial condition (xo,y0) € Xp. If R— > 1 then prey
population and predator population explode :

o

Jim ; z(t, a)da = oo, Jim y(t) = oo.

Proof. We know that :
Orx(t,a) + Oux(t,a) = —(u(a) + y(t)y(a))x(t,a),Vt > 0,Va > 0.

This latter equation leads to :

x(t a) - xO(& _ t)e_ fa_t(u(s)—i—y(t—a—i—s)’y(s))ds if a 2 t,
Tt — a)e S HOrvlmatennds g g

1. First we prove that there exists ¢* such that
Y(t) >0, Vte [t t +a)

where a; defined by (2.5). We know that

¢
P(t) > : Blu + t)wo(w)e~ It Milistqy Wt € [a — t,,a — to]
t1

where
M= max y(u) < oo

u€[0,a—t2]
so that
U(t) > oy = 7717726—(\\#\\L00+MH7HL00)(5—t2) >0, Vtela—t,a—t)
by Hypotheses (P) and (H2). Either
a—ty—(a—t) > a
and this step is done, or we continue by defining
e€(0,a—ty— (a—t1)).
Then we prove that
(t) > 0y 1= oy (ty — tp)e Il tM Il (2a-t2=2) -
for every t € [2a — t; + €,2a — ty — €], where

M = :
el B, V) < o0

If
E—tg—(g—tl)—l—(ﬁ—g—a)Zal

we stop, else we continue. Since we get each time a bigger interval on which 1 is
positive then we get what we wanted.
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2. With this suitable ¢*, we can even prove that
Y(t) >0, V>t

Indeed, since R_ > 0, there exists € € (0, a;) such that

/ 1 B(u)du > 0.
Then for every € € [0, €] we have
t*4a1 .-
Yt +a; +€) > V(W) + €+ ay — u)e” el gy >,
tr+e

Doing this step by step, we finally prove that v (¢) > 0 for every ¢t > t*.

3. Now we prove that
lim (t) = oo.

t—o0
We see that
Yt +a) > Y(t)R-,

where 1)(t) = min,ep ¢ 1q,) ¥ (u). Moreover for every h > 0 we have

G Fa+h) =R min () = GOR-

wE[t*+h,t*+a1+h]

SO
Y(t* +2a; +h) > R_ min Y(u) > Y(t)R?,Vh > 0.

w€[t*+a1+h,t*+2a1+h]

Once again, by induction and since R_ > 1 we verify that lim; ., ¥(t) = co.

4. Since for every a € [0,a;] and every t > a we have
z(t,a) = P(t —a)e” IS N(S)ds’
then

lim z(t,a) = oo, Va € [0,a1].

t—o0
Consequently we have
Jim {2 (t, ) o ey = oo

Now, let us suppose that there exists M > 0 such that for every t > 0 we have
y(t) < M.
Then a lower bound of Problem (2.1) gives

zo(a — t)e—(||#HL°°+M||WHL°°)t if a >t,
z(t,a) > o
W(t — a)e—(||M||L°0+M||’YHL°°)a ifa <t,

for every t > 0. Since limy_,, 1(t) = oo, then for every M > 0, there exists t* > 0
such that -
W(t) > MVt > t*.
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Consequently, we have
2(t, q) > MWl t Ml o) . T7C

for every t > t* 4 a and every a € (ay,as). From Problem (2.1) and Remark 2.3.1
we deduce that

v = |a [ (a)att.a)da = o] y(t) = [ar-3TC - o] y(t) = Ty,

1

for every t > t* + ay. Taking M big enough, we get C' > 0. Finally, an integration
of the latter equation gives

y(t) > y(t* + ag)e_at“r”)e@ — o0

t—o00

for every t > t* 4 as, which is a contradiction with the fact that y is bounded.
5. Consequently there exists an increasing sequence (t,)en such that

A3t =00, lim y(ta) = co.

Thus for every M > 0, there exists n* € N such that
y(t,) > M, Yn>n".

Suppose that y(t) does not go to oo when ¢ goes to co. Then there would exists
¢ > 0 such that for every n € N| there exists ¢ > t,, that verifies

y(t) < e.
Obviously there exists n* € N such that
T € [t tnry1],

meaning that
y@”*) = M> y(f) <g, y(tn*+1> > M.

Let
M > K = gedlaza1),

then, using the continuity of y and the fact that
y'(t) = —oy(t),
we can find an interval
17,87 + (a2 — a1)] C [tns, tpr 1]

such that
Yy (t"+ (ag—a1)) <0 (2.15)
and
y(t) < K, Vte |t t"+ (a2 — ay)l.
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Moreover, by definition of a;, we can find as such that as —a; < a; even if we reduce
~v_. Since we have
lim z(t,a) = oo, Va € [0,a]

t—o00

then there exists ¢ > 0 such that

x(t,a) > Le(“%al)(HMHLw+KH7||L°<>)
) iy a/y_ 5

for every ¢t > t and every a € [a; — (ag — a1), a;]. Consider n big enough such that
> t.
Consequently we get
(¢ + (02— ) 0) 2 -
T as —ap),a) > —
2 1) st -
for every a € [a; — (a2 — ay), a1] and then
Yy (£ + (az —a1)) 2 0
which contradicts (2.15). Finally we have

Hrg y(t) = oo

and the proof is completed.

]

Corollary 2.3.13. Prey population and predator population are uniformly strongly per-
sistent.

The following result states that persistence may hold in the case where R_ < 1 but
under the assumption Ry > 1.

Theorem 2.3.14. Suppose that Ry > 1 and R_ < 1. Then the total population of prey
and the total population of predator are uniformly weakly persistent.

Proof.

1. First, suppose that given a fixed € > 0, there exists (xg, yo) € X, (that may depend
on ¢) such that
o (0, 90) < . (2.16)

Since we have Ry > 1, then there exists a* > 0 such that
C ::/ ﬁ(z)e_foz“(s)dsdz > 1.
0

Let us take C € (1,C) and define

_ 1 C
M=—"_1n <> > 0.
a*||[Vl[z= \C

26



Section 2.4. Numerical simulations

Consider € small enough, then (2.16) leads to
y(t) < M?

for every t > t big enough. Moreover y is bounded by a positive constant M and,
using the last proof, we get

W(t) >0, V>t

Consequently, defining
t = max{t*,t},

we get o

Y(E+a*) = ()0,
where

() =C min_¥(u).
u€[t,t+a*]

Using the last proof with respectively ¢, a*, C instead of t*,a;, R_ : we get

fig wit) = oo
then
lim [la(t, ) lprgey) = 00, lim y(t) = o0

since y is bounded, which is a contradiction. Thus we get the persistence result for
the predator.

2. Now suppose that for £ > 0 fixed, there exists (zg,yo) € Xp such that

o, (20, 90) < e
Taking ¢ small enough we get

J

lz(t Moy < ———
B ally]l

for all ¢ > t big enough, so that

lim y(t) =0

t—o00

using the second equation of (2.1). We then get a contradiction by using the first
point. Consequently the proof is completed.

O

2.4 Numerical simulations

The following numerical simulations, that are performed using the finite volume me-
thod, aim at investigating other behavior of the dynamical system (2.1) under some
biologically reasonable parameters.
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Chapitre 2. Implication of age-structure on the dynamics of Lotka Volterra equations

2.4.1 Numerical scheme

We define the intervals a € [0, amax] and t € [0, 7] then we note Aa and At respectively
the age and the time steps. We define

Ajy1/2 = jAa, t" = nAt,

for j,n € N then we note
Kj = (aj_1/2,aj41)2).
We denote by 7 the approximation of the average of z(t", a) over K; and we compute

the initial states

. 1 " 0 1 0 .
7§ Aa/Kj 2(t%,a)da, 7 = Aa/Kj zo(a)da, 3" =yo, Vi=1.

We then set o, 0 > 0 and once 3, i,y are chosen, we compute the data :

1 1 1 .
5= R J A@da w= 5o [ opada 5= 5o [ Aada viz 1

We define
T(ya") = Aa}_vaf,
j>1
so that an Euler’s Scheme (explicit for the predation term and implicit for the mortality
term) of the second equation of (2.1) gives

Yn(1 + aALT (y2™))

el = , Vn>0.
Yn+1 1+ 6AL "

Integrating the first equation of (2.1) regarding a over K; and supposing z regular enough,
we get

0, [ wlt.ada+a(t,azne) —2ltiajr) = = [ [nla) +y()y(@)] a(t,a)da.

J J

Then, an Euler’s scheme and the integrals estimates give us

aitl = g , V5 >0,Vn > 1.

At
1+ E& + AtujH + Aty"+1’yj+1

Moreover, the boundary conditions gives us

g™ =Aad Bl Vn > 1

Jj=1
Then we have the following theorem which guarantees positivity of the numerical solution.

Theorem 2.4.1. If (z,y0) € X} then Vj>1,n > 1, we have 2§ > 0 and y; > 0.
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Section 2.4. Numerical simulations

2.4.2 Simulations

According to biological considerations, let us use the following functions :

1. p(a) = po + poa/(1+ ah) with g > 0 and h € R* : the older is the prey, the easier
she dies naturally,

2. B(a) = Poae™** with Sy, c > 0 : the middle-aged preys are the one that reproduce
themselves the most,

3. y(a) = (1 — age'™9), with 7 > 0,9 > 0 : the young and the old preys are more
easily killed by the predators.

For our simulations we take the parameters : ay. = 20, Aa =0.1,a =0.7,6 = 0.1, o =
0.05,h=1,c=1,9 = 0.25,79 = 0.5 and we represent the trajectory of the solution with
on the z-axis the quantity of predator and on the y-axis the total quantity ||z|/.: of prey.

If we take By = 1, we have Ry < 1, so for all (xg,y) € X, the solution will converge
to Ep : Theorem 2.3.5 (see figure 2.1).

Populations over time
8
\
0
o~
s~
\
o 2 10 12 1

6 O
Quantity of predator

Total quantity of prey

FI1GURE 2.1 — Convergence to Ej

If we take By = 4 or Sy = 7, then the simulations make us suppose that the solution
is bounded for any positive initial conditions (xg, o) € Xp. Moreover we have Ry > 1,
R_ < 1 and (H2) is verified since fy(a) > 0 a.e. a > 0. Consequently of Theorem 2.3.14,
the total populations are uniformly weakly persistent and the solution will either converge
to a periodic function if Sy = 4 (see figure 2.2) or converge to Es if 5y = 7 (see figure 2.3).
If we take 5y = 7 and if we consider the function

v(a) =10(1 — age' ) ) (a)

then (P), (H2) are verified and R_ > 1 so consequently to Theorem 2.3.12 : the solutions
explode (see figure 2.4).
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Populations over time

s0—
Trajectory 1|
Trajectory 2|

Total quantity of prey

10
Quantity of Predator

F1GURE 2.2 — Convergence to a periodic function

Populations over time

3 =0
@ 1000

Total quantity of prey

o
Quantity of predator

FI1GURE 2.3 — Convergence to Ey
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Populations over time

Total quantity of prey

Quantity of predator

FIGURE 2.4 — Unbounded solution

2.4.3 Final remarks

All the cases that we have studied theoretically and numerically are gathered in Table
2.1. One can note that, even when considering a linear functional response, a structure
according to the age of the preys provides more complex dynamics of the predator-prey
interactions than the Lotka Volterra ODE model. In particular, the realistic case of ex-
tinction of the population may occur. Indeed, we proved that, depending on the age
distribution of the fertility rate and of the mortality rate of the preys, the total popula-
tion tends to disappear. This phenomenon happens when a prey will produce, in average,
less than one direct offspring during its lifespan, translated by Ry < 1. In the opposite
case, when Ry > 1, we proved that under the assumption that the initial prey popula-
tion is young enough (i.e. assumption (P)) then the total population is uniformly weakly
persistent.

Ry <1 R0>1and(P)
Convergence to Ej R_<1 R_>1
Limit cycle or Convergence to Ey | Unbounded solutions

TABLE 2.1 — Different behaviors

The model shows another unexpected behavior : if the young preys "uncatchable" by
predators have a high enough ability to reproduce, which is translated by (R_ > 1),
then both populations explode. This phenomenon, even if rare and perhaps biologically
impossible, was not possible in the ODE case as well as in the PDE model incorporating
a constant predation parameter. Finally in the other cases that were numerically inves-
tigated (i.e. when Ry > 1, R_ < 1 and (P) is verified) the solution converges either to a
periodic function or to a positive equilibrium.

A further work will be dedicated to a deeper analysis of the equilibrium FE5 in order to
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Chapitre 2. Implication of age-structure on the dynamics of Lotka Volterra equations

determine under which conditions it is asymptotically stable, and to theoretically look for
the existence of periodic trajectories.

2.5 Appendix : a brief reminder of Lotka Volterra

The classical result of Lotka-Volterra is reminded in Section 1.5.3. Moreover, a formal
integration with respect to the age variable a explains how the age-structured PDE pro-
blem (2.1) can be seen as a generalization of the Lotka Volterra equations, as stated in
the following proposition :

Proposition 2.5.1. Suppose that parameters v, and p are independent of the age,
given by the following constants : v(a) = 7o, B(a) = By and p(a) = e a.e. a > 0. Then
(X(t),y(t)) = (Jg7z(t,a) da,y(t)) is the solution of system (1.15) with a = By — po,
b=, c=ay, d=24, 2° = [°zo(a)da and y° = yo. Hence we get periodic solutions in
that case (see figure 2.5).

Remark 2.5.2. As it was explained in Section 2.2 we have D(A) C WY (R, ) x R. Then
for every initial condition (xg,yo) € D(A), the function

a— x(t,a)
remains in W'(R,) for every ¢ > 0. A consequence is that
lim z(t,a) =0
for every t > 0. Consequently

/0 " Oua(t,a)da = —BoX (¢)

and the formal integration w.r.t. a is possible.

Populations over time

——Trajectory 1
—— Trajectory 2
Trajectory 3

Total quantity of prey

50 60
Quantity of predator

FIGURE 2.5 — Periodic solutions
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Chapitre 3

Size-structured two phase population

model

3.1 Models with bounded sizes

3.1.1 Framework and hypotheses

In this section we consider the equation

drur(t, s) + O0s(m(s)ur(t,s)) = —p(s)u(t,s) + Jg" Bls,y)ui(t,y
—cl(s)u (t,s) + co(s)us(t, s),
Opua(t, s) + O0s(v2(s)ua(t, s)) = c(s)uilt, s) — ca(s)ualt, s),

for every s € [0, m], with Dirichlet boundary conditions
uy(t,0) =0, uy(t,0) =0, vt > 0.
We define the Banach space
X = (L'(0,m) x L'(0,m), |.|lx)
endowed with the norm

| (w1, u2) | v = [Juall L1 0m) + w2l 21 ©0m)-

(3.2)

We denote by X, the nonnegative cone of X and we introduce some hypotheses on the

different parameters :

L. pi,¢1,09 € L(0,m) and 1,72 € WH(0,m),

2. B,p,¢1,¢0 > 0 and there exists 79 > 0 such that for every s € [0,m], v1(s) >

Y0, Y2(8) > 7o,

3. the operator
K : LY(0, m)9u1—>/ y)uly)dy € LY(0,m)

is weakly compact.
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Chapitre 3. Size-structured two phase population model

Remark 3.1.1. According to the general criterion of weak compactness (see e.g. Section
4 in [156]), the third hypothesis amounts to

m

sup B(s,y)ds < oo and lim sup B(s,y)ds =0
y€[0,m] 70 |E|—0 yeo,m] JE

and is satisfied as soon as there exists 3 € L'(0,m) such that 5(s,y) < (s) a.e. (s,y) €
[0,m]?. This is the case for example if 3 is continuous on [0, m]?.

Using (3.1), we define the operator A by :

i (“2> z E%%%;Eu()(“ + e )ur + cauz + J3" B( y)ul(y)dy)> 7

—CoUg + C1Uq
where the domain of A is given by
D(A) = {(uy,uz) € WHH(0,m) x WH'(0,m) : u1(0) = 0, u(0) = 0}.

We decompose B into three operators :

o) = ma) o () e (e
U9 U9 (%) (%)
= (Tlhe) g () (B ),

We are then concerned with the following Cauchy problem

u't) = AU(®),
Uu) = (u(l)>u8>€)(>

where

U(t) = (ur(t), ua(t))"

3.1.2 Semigroup generation

Lemma 3.1.2. Let H = (hy,hy) € X, A > s(A) and U = (M — A)7'H = (u,u) €
D(A). Then for every s € [0,m]

ui(s) = /08 :igz; exp (— /ys )\;Zigu)du> dy,
s hy s X+ 5 (u
us(s) = /0 728; exp (—/y Wdu) dy.

Consequently we get supp u; = (inf supp hy, m| and supp us = (inf supp hy, m].

Theorem 3.1.3. The operator A generates a positive Cy-semigroup {U(t) }1>0 of bounded
linear operators on X.
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Section 3.1. Models with bounded sizes

Proof. We easily see that D(A) is densely defined in X. Moreover, for A > 0 sufficiently
large, the range condition

(M — A)U = H,
where U = (uy,ug) and H = (hy, he) € X, is straightforward since (uy,us) is given by
(3.3) so for A > ||7/]|z~ and ¢ € {1,2}

h m
R 17| L1 (0, ) < oo
Yo

and ) . h
+ > (0,m U m + m
A+ [z )l ) + Rzt om

Yo
hence U € D(A). It remains to prove that A is a dissipative operator. Let A > 0, U =
(ur,uz) € D(A), H= (A — A)U and H = (hy, hy). We have to prove that

[H|lx = AUl

il L1 o,m) <

so, in fact, we have to show that for every i € {1,2},
il L1 0,m) = Allsl| L1 0,m) -
By definition we have u;(0) = 0 and
Au;(8) + (vius)' (s) = hi(s),s € (0,m].
We multiply the latter equation by sign(u;(s)) then integrate between 0 and m. We get

M|l ro,my + /Om(%ui)'(s)sign(ui(s))ds = /Om hi(s)sign(u;(s))ds.

Any nonempty open set of the real line is a finite or countable union of disjoints open
intervals (see [3] Theorem 3.11, p. 51) so

{u; >0} ={s € (0,m) : uy(s) >0} = igN(am, ai2),
{Ui < O} = {S € (0, m) : UZ(S) < O} = igN(bi’l’ biyg).

Since u; € WH(0,m) < C([0,m]) then Vi,j € N : u;(a;1) = 0, wi(a;2) = 0, u;(bj1) =0
and u;(b;2) = 0 (except possibly at m). Thus

/0 (%‘Uz‘)/Sig”(ui) = /{ui>0}(%ui)/_/{u,-<0}(%ui)/
= Z [vi(aj2)ui(as2) — vilaji)ui(a;q)] — Z [Vi(bj2)ui(bj2) — vi(bj1)ui(bj1)]
= i(m) lui(m)| > 0.
Hence

Muillp < Mgl v + vi(m) [ug(m)] :/O hi(s)sign(u;(s))ds < [[h;| s

and we get the dissipativity of A.
Thus A generates a Co-semigroup {7(t)}+>o by Lumer-Phillips Theorem (see [115] Theo-
rem 4.3, p. 14). Finally, as bounded perturbations of A, the operators A+ By, A+ B+ Bs
and A also generate a quasi-contraction Cy-semigroup {77 (t) }¢+>0, {12(t) }r>0 and {U (t) }+>0
respectively.

[
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Chapitre 3. Size-structured two phase population model

3.1.3 On irreducibility

To understand time asymptotics of {U(t)}+>0, we need to prove a key result related to
positivity. Definitions and results about positive and irreducible operators are reminded
in Section A.4. Let the following assumptions

Ve € ( / / (s,y)dyds > 0, (3.4)
inf supp ¢; =0, (3.5)
Sup supp ¢ = m. (3.6)

Theorem 3.1.4. The Cy-semigroup {U(t)}i>o0 is positive. Moreover, it is irreducible if
and only if the assumptions (3.4)-(3.5)-(3.6) are verified.

Proof. 1. We show first that the semigroup {U(t)}:>¢ is positive. Using Lemma 3.1.2,
we readily see that the semigroup {7T'(t)}+> is positive since (Al — A)~! is positive
for X\ large enough. Since B; is a bounded operator and

By +||Bi][f >0

where || By || = max(||p|| = + [|c1]| =, ||ca|| ) then it follows (see e.g. [113] Theorem
1.11, C-II, p. 255) that {T1(¢)}+>0 is positive. Moreover, By and Bj are positive
operators, so for A\ large enough, we get

(M —A—B —By) "=\ —-A—-B))™! i(Bg()\] —A-B) )" >0

n=0
and
M—-A)"'=AN—-A—B —By) 'Y (Bs(AI —A—B; —By)"")" >0
n=0

so the Cy-semigroups {1%(t)}+>0 and {U(t)}+>0 are positive.

2. Now we suppose that the assumptions (3.4)-(3.5)-(3.6) are verified and we prove
that the resolvent (A — A)~! is positivity improving for large A. In fact, since
By + || B:1|| > 0, we have

M =A) = (A BN = A= (Bi+||BillT) = B — Bs)™
> (A B — A= By — Bs) ™

so it suffices to show that (Al — A — By — B3)~! is positivity improving for \ large
enough.
It is easy to see that

(M = A= By = By = (\ = A= By) ™ S (Ba(A — A~ By)™)"

(M — A) li Bo(M — A)~ )li(Bg(M—A—BQ)‘l)". (3.7)

n=0
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Section 3.1. Models with bounded sizes

Since -
> (Bo(AN — A" > T+ By(M — A)™!
n=0
and
A —A=By) ' > (M = A) (I 4+ Bo(M = A)™1) > (A — A)!
we get

(M — A — By — B3)™*
> (M = A)7HI + By(M — A)~ ZBMI A—By)™h)"

> (M — AN+ By(M — A)” ijSM A)THMI + Bo(M = A)7H)

Let U := (uj,up) = (Al — A— By — B3)"'H with H € X,. Let us show that
ur(s) >0, wus(s)>0 ae.

once

H = (hy,h2) € X, —{0}.
First, suppose that H = (0, hy) € X, — {0}. Using Lemma 3.1.2, we get
(L — A)H = (0,hs) € D(4),

where
supp hs = (inf supp ha, m].

Since by assumption (3.6) we have sup supp ¢ = m then
supp ¢ Nsupp hs # 0.

Thus
Bo(Al — A)"'H = (hy,0)

where hy € L} — {0}. So
(I + Bo(AI — A)"YH > (hy,0) € X, — {0}.
Now suppose that H = (h1,0) € X, — {0}, then
(I + Bos(M — A" NH > H > (h1,0) € X, — {0}

In any case it suffices to compute

(A — AN + By(M — A7) i(Bg(A[ - AYHY"H

n=0
for H = (h,0) € Xy — {0}. We have (A\I — A)~'H = (hy,0) € D(A) where

supp hy = (inf supp h, m].
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Chapitre 3. Size-structured two phase population model

Let
ky := inf supp h; = inf supp h.

Using (3.4), we get
Bs(M — A)"'H = Bs(hy,0) = (hy,0)

where ho verifies
ko := inf supp hy < k.

Indeed, by contradiction, if ko > ki then hy =0 on [0, k1]. Thus a.e. s € [0, k4],

[ By < [ Ay = ha(s) = 0

then, since hy(y) > 0 for every y € (ki,m], we get a.e. s € [0, ky],

/kmﬂ(sj y)dy = 0,

1

consequently we get
k1 m
/ / B(s,y)dyds = 0
0 Ji

which contradicts Assumption (3.4).
Using Lemma 3.1.2, we get

(L = A)"(By(M — A)")H = (A — 4)~(h,0) = (hs, 0) € D(A),
where supp hg = (ko, m] and k3 := inf supp hy = ko. Then Bs(hg,0) = (h4,0) where
k4 = inf supp hy < k3.

Repeating this argument, we get

S (Ba(M — A" H = (R, 0),

n=0

where B
inf supp h = 0.

Indeed, by contradiction, suppose that
k := inf supp h > 0.
Then with Lemma 3.1.2 we get (Al — A)~1(h,0) = (hy,0) where
supp hy = (k,m]
and Bs(A — A)~1(h,0) = (hsy,0) where
inf supp hy < k

by using Assumption (3.4), which is absurd.
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So it remains to compute
(M — AT + B;(\ - A HH
for H = (h,0) € X — {0} where
inf supp h = 0.
Using Lemma 3.1.2 we have
(M = A)7 H = (hy,0),
where hy(s) > 0 for every s € (0,m]. Using Assumption (3.6) we get
Bo(Al — A)"'H = By(hy,0) = (0, ha),

where
inf supp hy = 0.

Once again with Lemma 3.1.2 we get
(A = A)71(0, ha) = (0, hs),
where hs(s) > 0 for every s € (0, m]. Finally
(uy,uz) == U = (A — A)"'(I + Bo(AI — A)"H > (hy, h3)

SO
ur(s) >0, wus(s) >0 ae.

so {U(t)}+>0 is irreducible.

. Now, to prove the converse, we use the contraposition. We suppose that either (3.4),
(3.5) or (3.6) is not verified and we show that the semigroup is not irreducible.

(a) If (3.4) is not verified then

Jee (0,m): /OE /amﬁ(s,y)dyds = 0. (3.8)

We identify L'(g,m) the closed subspace of L'(0,m) of functions vanishing a.e.
on (0,¢). We can prove that L'(e,m) x L'(g,m) is a subspace of X which is
invariant under (A\] — A)~!. Indeed, since B; < 0, we have

(M- A<M —(A+ By +B3)™? (3.9)

where the latter resolvent is given by (3.7). Using Lemma 3.1.2 we get for every
H e L'(e,m) x L*(e,m), (\[ — A)"*H = (hy, hy) where

infsupphy > ¢, infsupphy > €.
Moreover, for every H € L'(e,m) x L'(e,m), we have DyH = (hs, hy) where

infsupphs > ¢, infsupphy > €.
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Finally, for every H := (hy, hy) € L*(e,m) x L'(e,m), we have BsH = (h3,0)
where

hs(s) =/0m6(s,y)h1(y)dy:/

£

m

Bs.y)ha()dy < |~ [ B(s.y)dy = 0
a.e. s € [0,¢], using (3.8). Thus we get
inf supp hy > «.
Consequently, for every H € L*(e,m) x L*(e, m),
(M — (A+ By + B3)) " 'H = (hy, hy)

where
infsupphy > e, infsupphy > c.

Then L'(e,m) x L'(g,m) is a subspace of X which is invariant under (A —
A)7!so (Al — A)7! is not irreducible and a fortiori not positivity improving,
consequently {U(t)}s+>0 is not irreducible by definition.

If (3.5) is not verified then let
k :=infsuppc; >0
and take H := (hy, hy) € L'(0,m) x L'(0,m) — {0} such that
inf supp hy > k.
Then using (3.9) we have
(M —A)'H < (M — (A+ By + B3)) ' H =: (uy,uy)
where (u1,us) € D(A) verify a.e. s € [0,m)]
Aus(s) + (Y2uz)'(s) — cr(s)ui(s) = ha(s).
Consequently a.e. s € [0, k| we get
Aua(s) + (y2us)'(s) = 0

which leads to
ug = 0 on [0, k],

and then L'(0,m) x L'(k,m) is a subspace of X which is invariant under
(A — A~
If (3.6) is not verified then let

k = supsuppcy < m
and take H := (0,h;) € L*(0,m) x L*(0,m) — {0} such that

inf supp hy > k.
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With Lemma 3.1.2, we get (A — A)~'(0,hy) = (0, hy) where
inf supp hy > k.

Thus we have
DQ(O, hz) = <62h27 0) = (070)

since
supp ¢ N supp hy = 0.
Consequently
(M — (A+ By)) 'H = (0, hy)
then B3(0, he) = (0,0) so

o0

Y (Bs(M = (A+ By)) " )"H = H

n=0

whence

ST(Bo( N — A) Y S (B3N — (A+ By)) )"H=H
=0

n=0
and using (3.7) we get
()\[ - (A + BQ + Bg))ilH == (0, hz)
Finally (3.9) implies
(M — A" H < (0, hy).
Consequently, {0} x L'(k,m) is a subspace of X which is invariant under

(AT — A)~?

This concludes the proof.
O

Remark 3.1.5. We note that in [50], the assumption (3.4) is replaced by the stronger
assumption

Jeo>0:Ve € (0,e), // B(s,y)dyds >0

which, in the continuous case, implies 5(0,m) > 0 so that cells of maximal size can
produce offspring of minimal size. With the assumption (3.4), it is not necessary and we
even get the result for the mitosis case where every cell produce two offspring with half
size, i.e. when

6(87 y) = 26{y=25}

(see e.g. [9, 66, 67, 126] for similar works).
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3.1.4 On the spectral bound of the generator
Lemma 3.1.6. Let k > 0 be a positive constant and let V : L'(0,m) — L'(0,m) be the
operator defined for every s € [0,m] and h € L*(0,m) by

Vhs) = k [ hy)dy,

then V' is a Volterra operator and o(V) = 0.

Remark 3.1.7. Note that A has a compact resolvent (and consequently the spectrum
of A is composed (at most) of isolated eigenvalues with finite algebraic multiplicity).
This follows from the fact that the canonical injection i : (D(A),|.||pca)) = (X, ].]|x) is
compact (by Rellich Kondrachov’s Theorem) and D(A) = D(A) since D € L(X) (see e.g.
Theorem A.3.3).

Theorem 3.1.8. The operator A+ B+ Bs has infinite spectral bound, i.e. s(A+B1+Bs) =
—00.

Proof. Define the operators A; and As by
A = _(P)/iu)la 1€ {172}

with u € D(A;) = D(Ay) = {u € WH1(0,m) : u(0) = 0}. Thus, with Lemma 3.1.2, we
have for every s € [0, m] and ¢ € {1, 2},

(= A)7h(s) < ki [ h(y)dy = Vik(s)
where k; and ko are positive constants. Since V; and V5 are Volterra operators, we have
o(Vh) =0, a(Va) =0
using Lemma 3.1.6 and for 7 € {1,2} we have
o(A=4)) co(Vi)=0

so by definition
(3= A4)) =0,

where

r,(0) = sup{|\| : A € ¢(O)}
is the spectral radius of O a bounded operator. On the other hand

1

ro((A—A;)7) = A= (4

(Theorem A.4.6) so we have for every i € {1,2}, s(4;) = —oo and consequently
s(A) = max{s(A;), s(As)} = —o0,

because
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Since A+ B has a compact resolvent, its spectrum is (at most) composed of eigenvalues.
Thus, A € 0(A + By) if and only if there exists u = (uy,us) € X — {0} such that

which is equivalent to

(A_Al)ul = CaUg,

1y

>
|
N
2
<
[\
I

that is
uy = Vauy,  up = Vyuy,
where the positive operators V3 and Vj, are given by

‘/?,U = ()\ — A1>_102(/\ — AQ)_101U,
V4u = ()\ — A2>7161(>\ — Al)ilCQU,

which are bounded as follow
VE”U( ) < V162V261U( ) < k3V1VQU( ) < k’1’£’2k’3/ / dzdy
Viv(s) < VaerVieso(s) < kaVaVio(s) < kkoks / / 2)dzdy,

where k3 and k, are positive constants. Then we readily see that

S

Vau(s) < Eg/ v(y)dy =: Vu(s)

Viu(s) < E4/0 v(y)dy =: Vao(s),

w ©

where ks and k4 are positive constants. Consequently
A€ o(A+ By) <= 1€a(V3)Ua(Vy).
Since V'3 and V4 are Volterra operators then for every i € {3,4} we have
o(V;) co(V,)=0.
Consequently 1 is not in o(V3) U o(V}) and the spectrum of A + B, is empty so
s(A+ By) = —o0.

Finally, since Bj is a nonpositive operator then s(A+ By + By) < s(A+ By) = —oo which
ends the proof. O

Remark 3.1.9. Since s(A + By + By) = —oo, it is then necessary and sufficient that
s(A) > —oo to get a spectral gap. It is obtained under the following assumption

34 € (0,m) // (s,y)dyds > 0, (3.10)

as stated in the following theorem.
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Theorem 3.1.10. The spectral bound of A is finite, i.e. s(A) > —oo, if and only if the
the assumption (3.10) is verified.

Proof. 1. Suppose that (3.10) is verified. By continuity of the integral, we can find
ds € (6, m) such that

/05 /c:ﬁ(s,y)dyds > 0. (3.11)

The idea is to prove some irreducibility result of the resolvent of A. Let A > s(A)

then )
(A= (A + K))_1>

A=)tz O sy = (M

since By > 0, where A; and A, are the positive operators defined by
Ayu = —(nu) = (n+ c1)u, Asyu = —(1u) — cou,
and D(A,) = D(A;) = D(A;). Thus we have
ro((A = A)71) = max{re (A — (A + K))71),r0((A = A2) ™)}
Since Ay < Ay then with Theorem 3.1.8 we have
5(Ay) < s(Ay) = —00
and 7,((A — Ay)~1) = 0 so it remains to prove that
re((A = (A, + K))™1) > 0.
We know that
(A= (A + K)) 7 = (A [lpllze + e z=)T — (A + K)) ™
so it suffices to prove that for A > 0 large enough we have
re((A = (A1 + K))™1) > 0.
As in the proof of Theorem 3.1.4 we know that
A= (A + KN >N —A) KN — A
Let v € L'(d,d5), then using Lemma 3.1.2 we get
(A—A) v =y,
where v1(s) > 0 for every s € (inf supp v, m|. In particular we have
v1(s) > 0, Vs € [d2,m]
since inf suppv < d,. Then K(A — A;)"'v = Kv; = vy where

inf supp vy <.
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Indeed by contradiction, if inf supp vy > § then vo = 0 on [0, 6]. We would have a.e.
s € [0, 0]

/52 B(s,y)v1(y y</ (s,y)v1(y)dy = ve(s) = 0.

So a.e. s € [0, 0] we would have

| Bls.pydy =0

02

since v1(s) > 0 for every s € [d2, m], and consequently

// (s,y)dyds = 0,

which contradicts (3.11). Consequently using Lemma 3.1.2 we get
()\ — Al)ilK()\ — Al)il'l) = ()\ — Al)il?}z = U3

where v3(s) > 0 for every s € [inf supp vy, m] and in particular vs(s) > 0 for every
s € [0,d]. This implies that for A > 0 large enough and for every v € L(§, ) we
have

(A= (A1 + K))_lv(s) >0, Vseld b (3.12)
We also know that

<>‘ - (Al + K>>_1 > (>‘ - (Al + K))|_Lll(5,52) = X[(S,éz]()‘ - (Al + K))|_L11(5,52)=
where X(55,] is the indicator function of [§, d5], so
ro((3 = (A + K) ™) 2 (XA = (A + KD
Since A is resolvent compact then the operator
X562 (A = (A1 + K) 1) 0 L1(6,02) — L'(3,02)
is compact and positivity improving with (3.12). Finally we get
ro (Xppaa (A = (A1 + K)) b asy ) > 0

(see Theorem A.4.7) and
re(A—A)1) >0

whence s(A) > —o0.

. Now to prove the converse, we use the contraposition. Suppose that the assumption
(3.10) is not verified, that is

vV é e (0,m) // (s,y)dyds = 0. (3.13)

Suppose momentarily that (A — (4; + K))~! is bounded by a Volterra operator V.
Then following the same sketch of proof than for Theorem 3.1.8, we would have

(A= (A +K) ) ca(V)=0
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50 75 ((A = (A1 + K))~') = 0 and
s(A1 + K) =—
Then we would have
s(A 4 B3) = max{s(A; + K),s(Ay)} = —o0,
because

A+By—(h+K>.

Ay
As for Theorem 3.1.8, we can prove that
8(A+ BQ + Bg) = —0

and finally s(A) < s(A+ By + Bs) = —oo since B; < 0. Consequently it remains to
prove that (A — (4; + K))~! is bounded by a Volterra operator. We know that

A= (A + E) ™ = (A= A)7 Y (KA =AY~
n=0
Let v € L'(0,m) — {0} and let
k = inf supp v.
Using Lemma 3.1.2 we have
()\ — Al)_lv = U1

where supp vy = (k, m| then
K()\ — A1>_1’U = K’Ul = V2
with

va(s) = [ Bl )y = [ Blsu(y)dy

since v; = 0 on [0, k. Finally, using (3.13) with § = k we get

// (s,y)dyds =0

va(s) =0 a.e. s €[0,k]

which implies

and then

A= (A1 + k) o(s) =0 ae. s€l0,k].
Consequently there exists a positive constant C' such that for every v € LY(0,m) —
{0} we have

(A — (A, + K)) <0/ Y)dy = Vo(s), ae. se[0,m],

and V is a Volterra operator.
O

Remark 3.1.11. Theorem 3.1.10 provides us with the existence of a real leading eigen-
value since s(A) € o(A) (see Theorem A.4.5). Moreover, we see that if for a finite ™ > 0,
the assumption (3.10) is verified then it is also verified for every m > and the spectral
bound is also finite. Note that if 5 is continuous at (0,0) with 5(0,0) > 0 then (3.10) is
verified for m > 0 as small as we want.
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3.1.5 On asynchronous exponential growth

Some definitions and results about asynchronous exponential growth are reminded in
Section 1.4.4. The main result of this section is :

Theorem 3.1.12. Under the assumptions (3.4)-(3.5)-(3.6), the semigroup {U(t)}+>0 ge-
nerated by A has asynchronous exponential growth.

Proof. The semigroups {U(t) }1>0 and {T5(t) }+>0 are related by the Duhamel equation
t
U(t) = To(t) + / To(t — 5)BsU(s)ds.
0

Since Bs is a weakly compact operator then so is T5(t — s)BsU(s) for all s > 0. It follows
that the strong integral

/Ot Ty(t — s)BsU(s)ds

is a weakly compact operator (see [109] Theorem 1 or [137] Theorem 2.2). Hence U (t) —
T5(t) is a weakly compact operator and consequently (see [108] Theorem 2.10, p. 24)
{U(t)}1>0 and {T»(t) }+>0 have the same essential type

wess(A) - wess(A + Bl + B2)7

in particular
weSS(A) S WO(A + Bl + BQ)

Note that s(A + By + By) = wo(A + By + Bs) and s(A) = wy(A) since {U(t)}+>0 and
{T»(t)}+>0 are positive semigroups on L' spaces (see e.g. Theorem A.4.3). Since (3.4)
implies (3.10) then applying Theorem 3.1.8 and Theorem 3.1.10 we get respectively

wo(A) > —c0 and wo(A+ By + By) = —©

SO

Wess (A) < wo(A).

By combining this last result and the irreducibility of {U(¢) };>0, Theorem 1.4.13 ends the
proof. n

Remark 3.1.13. Note that if (3.10) is verified but either (3.4), (3.5) or (3.6) is not true
then we get the spectral gap

wess(A) < wo(A) = s(A)

but since {U(t) }+>0 is not irreducible, we a priori do not have asynchronous exponential
growth. However, as stated in Theorem 1.4.15, the semigroup has a similar behavior (1.13).
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3.2 Models with unbounded sizes

In this section we consider the following model

Orur(t, s) + 0s(m(s)ur(t,s)) = —p(s)ualt,s) + Jo~ B(s, y)ua(t, y)dy
—c1(s)ur(t, s) + ca(s)ual(t, s), (3.14)
Orus(t, s) + 0s(12(s)ua(t,s)) = ci(s)uilt,s) — ca(s)ua(t, s),

for s,t > 0, with the Dirichlet boundary conditions (3.2). Let
X = (L1(07OO) X L1<Oa OO), || ' ||X°°)

with norm
(71, 2) || xee = HﬂﬂlHLl(o,oo) + \|$2HL1(0,oo)-

We denote by Xt° the nonnegative cone of X*°. We now introduce some hypotheses on
the different parameters :

1. p,c1,00 € L%°(0,00), 71,72 € WH=(0, 00),
2. B, c1,c0 > 0 and there exists v9 > 0 such v1(s) > 70,72(8) > 7 a.e. s >0,

3. the operator
K™ 1}0,00) 3w [~ B(,y)uly)dy € L'(0,50)
0

is weakly compact.

Remark 3.2.1. According to the general criterion of weak compactness, the third hypo-
thesis amounts to

sup B(s,y)ds < oo, lim sup B(s,y)ds =0,
y€[0,00) /0 T yel0,00) e

lim su / s,y)ds = 0.
\E|—>0ye[0,lzo) Eﬁ( v)

Using (3.14), we define the operator 4> by

(i) =) e ()
_ (-(%m)') n <—(M +cr)ur + coup + f5° B(, y)ul(y)dy>
—(y2us2)’ ’

—CalUg + C1Uy
where the domain of A% is given by
D(A®) = {(uy,us) € WH(0,00) x WH(0, 00) : u1(0) = 0, u3(0) = 0}.
We decompose B> into three operators :
o (i) = o () oo () <20 (1)
Ug Ug U U2

_ <—<u+cl>u1> . <c2u2> . (fowﬁ(-,y)ul(y)dy)

—Ca2U2 C1uUq 0
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We are then concerned with the following Cauchy problem

{U’(t) = A®U(t),
U@) = (u,up) € X,

where

U(t) = (ua(t), ua(t))"

3.2.1 Semigroup generation

Lemma 3.2.2. Let H = (hy,hy) € X, A > s(A®) and U = (A — A®)"'H € D(A™>).
Let U = (uy,us), then for every s >0

) = [ e (- )
) (
)

( ex
(3.15)
s hy( A+

Consequently we get supp u; = (inf supp hy, 00) and supp uy = (inf supp ha, 00).

Theorem 3.2.3. The operator A® generates a Co-semigroup {U(t)}i>o of bounded linear
operators on X°.

Proof. The fact that D(A*) is densely defined in X'* is clear. Moreover, as in the finite
case, the range condition
(M — A®)U = H,

where U = (u1,u2) and H = (hq, hy) € X', is verified for A > 0 sufficiently large.
It remains to prove that there A* is a dissipative operator. Let A > 0, U = (uy, us) €
D(A*) and H = (M — A>®)U. Let H = (hy, hy), we have to prove that

[ H ||xe > A[U]| xo
that is

[hill L1 0.00) = Allti| 22 (0,00)-
for every i € {1,2}. We know that u;(0) = 0 and

Aui(s) + (yiu;) (s) = hi(s), s € (0, 00).

An integration thus leads to
oo

M| £10,00) + /OOO(%-ui)’(s)sign(ui(s))ds :/0 hi(s)sign(u;(s))ds.

Since u; € W1(0,00) < C([0, oc]), we get, for every finite m > 0

| e sgna())ds = (m) s (om)].

Hence m

| G sign(u(s))ds = Jim [ () sign(us())ds = 0

m—oo Jo
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and we have

Muillss = | hi(s)sign(ui(s))ds < il

so the dissipativity of A* follows.

Finally A> generates a Cy-semigroup {7 (t)}+>0 by Lumer-Phillips Theorem then the
operators A> + B, A* 4+ B + B and A™ also generate a quasi-contraction Cjp-
semigroup {71(t)}+>0, {72(t) }i>0 and {U(t) }1>o respectively, since B°, B and B3° are
bounded operators. O

3.2.2 On irreducibility

Let make some hypotheses on the parameters. Suppose that

Ve € (0, 00), / /mﬁ(s, y)dyds > 0, (3.16)
0 Je

inf suppe; =0, (3.17)

SUp supp ¢ = 0. (3.18)

Theorem 3.2.4. The Cy-semigroup {U(t)}+>0 is positive. Moreover it is irreducible if and
only if the assumptions (3.16)-(3.17)-(3.18) are verified.

Proof. As in the finite case, we use Lemma 3.2.2 and we prove that the semigroups
{T () }is0, {T1(t) >0, {Ta(t) }i>0 and {U(t) }1>0 are positive. Then under the assumptions
(3.16)-(3.17)-(3.18) we show that the resolvent (A — A%)~! is positivity improving for A
large enough hence the irreducibility of {U(t)}:>o. Finally we can prove that if at least
one of the three assumptions is not verified then {U(t)}:>0 is not irreducible. O

3.2.3 Asynchronous exponential growth

Define the weakly compact operator P;o by

— B°

and let B -

B* = A® + B® + B + B, .
We can prove Theorem 3.2.3 and Theorem 3.2.4 with B; instead of B3, which implies
that B™ generates a positive Cy-semigroup {75(t)}i>¢ and

(M —B™)™!
is positivity improving for A sufficiently large.
Theorem 3.2.5. We assume that (3.16)-(3.17)-(3.18) are verified and

lim_ry(By A=B7)")>1 (3.19)
A—=s(B7)

then the semigroup {U(t)}1>o generated by A> has asynchronous exponential growth.
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Proof. Since B is resolvent positive and B, > 0 then
By (A=B")'<By(p—B")" (A>p)
and

(s(B™),00) 3 A+ 1,(By (A= B™)™") (3.20)

77500 3700 7500 7700 2
is nonincreasing. Since By (A— B~ )~! is weakly compact then (B s (A —B )*1) is com-
pact (see e.g. Theorem A.3.7). Note that

(s(B™),00) 3 A= 1,(By (A= B™)™)
is convex and therefore continuous (see [108] p. 107). Assume momentarily that
76(By A —=B7)™) >0 (A>s(BY)). (3.21)

Then
(s(B™),00) 3 A= 1,(By (A= B™)™)
is strictly decreasing (see [108] p. 106). By Hypothesis (3.19) there exists a unique
A > s(BY)

such that B

re(By A —B*)™) = 1.
Since By (A — B™)~! is positive and power compact then

1=7,(By (A =B*)™

is an isolated eigenvalue of By (A — B~ )~!

SO

associated to a nonnegative eigenfunction U

BSAN-B")'U =U.
Let
Vi=\-B")"'U
Then V # 0 and B B
BSV=B;,A-B)'U=U=0\N-B")V
SO
A>XV = \V.

As for the previous finite case, the weak compactness of B, implies that {U(t)};>o and
{T5(t) }+>0 have the same essential type

Wess (AOO ) = Wess (BOO ) .

Since

then
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Thus {U(t)}i>0 exhibits a spectral gap and consequently {U(t)}:>o has asynchronous
exponential growth since it is irreducible. Finally, we just have to check (3.21).

By hypotheses made on 3, we know that there exists a measurable subset I C R,
with positive measure such that

u€ LYR,), u(y) >0 ae. = /Ooo B(s,y)u(y)dy > 0 a.e. s € 1. (3.22)

Now, let the operator G € L(L'(0,0)) be such that for every v € L(0, 00)

500 HmoN—1 (V) Gv
s () - (%) »
where Gv € L'(0,00) — {0} (with Equation (3.22)). We then see that
o(By (A —B™)™) =0(GQ).

Indeed v € o(Bs (A — B™)™1) if and only if there exists (uy,us) € X>° — {0} such that

but we know that

so we need to have
vug = 0.

If v = 0 then we look for (uy,us) € X — {0} such that

s ()

which is absurd since (A — B™)~! is positivity improving and by assumption on 3. Thus
v € o(By (A= B*)7Y) if and only if there exists v € L'(0,00) — {0} such that

o) ()

v e o(G).

which is equivalent to

Consequently - B
7o(Bs (A= B7)™) = r,(G).

Now define the linear operator G € £(L'(0,0)) by
Gu(s) = x1(s)Gv(s)
where y; if the indicator function of I. Since

G : LY0,00) — LY(I)
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(using Equation (3.22)) then
é\Ll(I) : Ll([) — Ll(I)

and
G =Gl

SO

’T‘O—(G) Z T’o—(éu/l(])).

Since (A — A®)~! . X — X is positivity improving then our assumption on § imply
that
G LN(I) — L'(1)

is positivity improving too. Since G| (yy is weakly compact then (G11(p))? is compact (see
e.g. Theorem A.3.7) and irreducible so

—2
T <G|L1(1)) >0
(see Theorem A.4.7) and finally
Ts (éu]l(])) > 0.

This shows (3.21) and ends the proof. O

3.2.4 On the spectral bound

In this section we compute the spectral bound of some operators.

Remark 3.2.6. In all the operators considered in the following, the idea to compute
their spectral bound is to let A vary and to see when one can or cannot compute their
resolvent. When there is no integral part (the operator BS° is supposed be zero), then we
have to solve differential equations of order one, with homogeneous Dirichlet condition
in 0. A simple application of the Cauchy-Lipschitz theorem implies that there exists a
unique solution, that is locally integrable, so that it is bounded on every compact. The
resolvent can then be computed if and only if the solution is globally integrable.

Simple operators
Let A7®, A5” and A7° be the positive operators defined by
AFu=—(y), i€{1,2},  APu=—(yu) - pu

with u € D(A) = D(A°) = D(AY) = {u € W"'(0,00) : u(0) = 0}, whence

o _ (AT
- (1)

Proposition 3.2.7. The spectral bound of A% is given by s(A>) = 0.
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Proof. Let A > 0,14 € {1,2}, h € L'(0,00) and u = (A — A%)~1h. Necessarily we have

_ [y A
u(s)_/o %(y) p( /y 7i(u) d>dy'

So we get

/O  Ju(s)|ds

/0 ~ OS |£LZ((Z))| exp <— /y ) 7)\ ;:Z;gu) du) dyds

LSy e (= [ )
)

LT[ e (<452 expntat) - s s

! OO|h(y)|exp< Y )/yoo%(y)exp< As )dsdy

Yo Jo |7l oo 7i(s) Vel oo

[17ill Lo /°° ( Ay ) < Ay > il Lo
h(y)lexp| —— | exp | — dy
(o2 o MNP (e Falle=)

(Uillo~)?
= T A(0)?

IN

IA

VAN

IN

1Al < oo.

Consequently u € L'(0, 00) and since we have
Au+ (yu) =h

then we easily see that v € L'(0,00). Finally u € D(A$°) and satisfies (A — A3®)u = h so
we get

s(AX) <0.
Now, let A =0, h € L} — {0} and u = (A — A°)~h. Necessarily we have

/ " Ju(s)|ds

_ O°° s h(y)
- /0 /O%(y@
o J ,
N /0 %((Z))/y €xXp <—/y %(u)dU> dsdy
= > In(~;
H%‘|1’L<>O /0 h(y>/y eXp (M) dsdy

1 oo o
/ h(y)/ Bl dsdy = oo.
il oo Jo v illze

Thus u is not in L*(0,00) C D(A$°) and (A — A°) is not invertible so 0 € o(A$°) and
s(A®) = 0 for every i € {1,2}. Since we have

o [AT
A7 = (A“)
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then
s(A*) = max{s(A7°), s(A3°)} = 0.

Notation. Let f be a function, in all the following we will denote by

f = limsup f(z), fm= liminff(x),

T—00

1 T
ft = limsup— [ f(s)ds, _hmmf—/ f(s

z—o00 X JO T—00

respectively the limit sup and inf, then limit sup and inf of Césaro of f.

Proposition 3.2.8. The spectral bound of Ay is bounded from below

00 _(M/71)0+ —
A 2 e =

We can note that (1/~v1) > 1/||v1||z= > 0.

Proof. Let € >0, A = —k —¢, h € L} (0,00) and u := (A — A3*)~'h. Then for every s > 0

we have B /Os ;Ll(é/)) o (_ /ys ()\ + MSZ)(;; 71(2)) dz) dy

/OOO lu(s)|ds = /OOO ’Z%/J)) /yoo exp (— /yS <_<k ) :;'é()z) i 7{(2)) dz) dsdy.

SO

S(=h+) + )+ )
e T

/

su(z) — (k+e¢) vk+e—p(z) 1(8)
e e ”+m<1@>
/0 dz + Cyy + C,

IN

where

01: (k+€)7 02:111(”,}/1”[/00)'
Yo Yo

Consequently we get

/OO lu(s)|ds > /00 h(y) /OO e~ fos[(M(Z)f(kJrs)]/'yl(z))dze—Cly—CQdey'
0 o () Jy

Since h # 0 there exists y > 0 such that

/yh(z)dz > 0.

0
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Moreover for every n > 0, there exists 5 > i such that for every s > 5 we have

1 7o p(2) e(1/m)
s Jo m(z) 2

dz < (u/m)" +

and

11 _
g/o %(Z)dZZ(l/%) -

Consequently we obtain

/ e ) e (/) 2 (k)0 1) =T C g

f, tutolds = /oyni(ﬁjw .

e C19-C2 1y 0o o
/ h(y)dy / oS/ /2 =nkte) _ o
[7llzee Jo s

by choosing 7 > 0 small enough. Thus u ¢ L*(0,00) so A € g(AY) for every € > 0 and

s(AY) > —k.

Proposition 3.2.9. We have
—pu > s(AY) =~
Thus the spectral bound is exactly the limit of p if the latter exists.

Proof. Let € >0, A= —pu~ +¢, h € L'(0,00) and u := (A — A7)~ 'h. Necessarily we get

o= [ 10 o (_ [ +u(U)> “

0 71(y) Y1 (u)

then

/Ooo () [ds < IR /000 |h(y)] /00 exp (_ / —u +e+ u(U)> dsdy.

Yo Yo Y1 ()

We know that there exists 7 > 0 such that for every y > 1 we have u(y) > u~ —e/2. First

we get
”Ih(y)l/‘”exp _/S —p +€+M(U)>d8dy
Yy y 71 (u)

00 s 2
/ exp | — e/ dsdy
Yoy v mllre

AN
:\:,\83\
>
S

”Ih(y)l/‘” 6(8—y)>
< exp [ =277 ) dsd
i o P\ 2 ) Y
Yol V1|l Lo /OO h dy <
. : |h(y)|dy < oo
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Moreover, for every y € [0, 7] we have

o o e+ pu) .
/yexp( ; ) )d

< exp (/y|_ﬂ_+£+u(u)|du> /Ooexp <—/8 _M_+€+M(u)du> ds
0 Y1 (w) Y 0 Y1 (u)
o0 s ¢/2
< C’l/ Cs exp —/ du | ds + Cs
n n vi(u)
o) s 2
< & [ Cyexp —/ 2 ) ds +
n n m(w)
< (C1Cyexp A / exp e exp <—) ds + Cs
Yo/ Jn 2%
2
< C1Csexp 7 exp (ng -+ (03 <@
Yo 2%
where -
6, = o (M0 )
7o
Cy = exp <_/77 e +€+M(u)du> < 00
0 71 (u)
and

Cy = exp (n(|€ — |+ HuIILoo)> /" exp (_ / — e+ M(U)du> ds < oo,
0 0

70 Y1 (u)
Consequently we have
/ lu(s)|ds < oo
0
so u € L'(0,00) and A € p(A) for every £ > 0 whence
s(AY) < —p”.

Now let € > 0, A= —u* —¢, h € L (0,00) and u := (X — A5®)~"h. We know that

u(s) = / hY) o (_ /y A+ 7 (u) +u(u)> a.

0 1Y) Y1(u)

As in the proof of Proposition 3.2.8, there exists 7 > 0 and § > 7 such that

/Oyh(z)dz >0

and for every s >3, u(s) < —u™ + ¢/2. Consequently we get

/°° u(s)|ds > /y h(y) /""ef )=+ D ~Cru e gy
0 o n(y) /s

> ¢5/Clmlize) ~Ca / P / ") sy — o
0 [17allze

El
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Chapitre 3. Size-structured two phase population model

where
lellpes +pt 4

O —
! 7l 2o
sou ¢ L'(0,00) and A € 0(A) for every € > 0 whence

s(AY) > —pt.

Coupled operators

Define the positive operators

Yo _
Cs = exp(—=5(||ul = + 1) /)
11l e

ATOU = —(71U), — (u+ Cl)U, Agou = —(7214)/ — C2U, B> = A* + B{° + By°

with D(A$°) = D(AS®) = D(A®) and D(B>®) = D(A®).
Theorem 3.2.10. We have
max{—pu*, s(A5)} < s(B) <0,
Moreover, if p~ > 0 and s(A®) < 0 then
s(B*) < 0.
Proof. Since B3° is a positive operator then we have

5(B>®) > s(A® + B) = max{s(A), s(A)}.

Let A > 0 and (hy, hy) € L*(0,00)x L!(0, 00) then denote by (uy, us) := (A=B>)"1(hy, hy).

Necessarily we have

('ylul)’ + ()\ +c + ,U)Ul — CUy = hl,
(’)/2162), + ()\ -+ CQ)UQ —Clu; = hg.

Doing the sum we get

(ylul)/ + (’)/QUQ)/ + )\(ul + UQ) + MUy = hl + hg =: h.

(3.24)

(3.25)

We know that B> is a positive linear operator so it suffices to take (hi, ho) € X%°. Then
U1, ug are nonnegative functions and an integration of the latter equation with some lower

bounds gives

)\/Ooo(ul(s) + ug(s))ds < ||hl|pr < o0

whence
u1 +uy € L0, 00)

so u; € LY(0,00) and uy € L'(0,00). Thus A € p(B>) for every A > 0 and

s(B*) <O0.
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Now let A = —u™ — ¢, with € > 0. We know that there exists n > 0 such that for every
x > 1 we have

px) < pt +e/2
so that A + pu(x) < —&/2 < 0. Suppose that (uy,us) € WH(0,00) x W1(0,00) then an
integration of (3.25) between 1 and oo implies that

0> =y(n)ur(n) = y2(n)uz(n) + /77

o0

O () (wi(5) + ws(s))ds = [ h(u)du

n

Taking h € L'(0,00) such that [* h(s)ds > 0 would lead to a contradiction. Thus for
every € > 0, we have A € ¢(B*) and

s(B®) > —pu™*.

Finally, we suppose that = > 0 so that there exists ¢ > 0 and 1 > 0 such that for
every x > 1n, we have u(z) > /2 > 0. Let A = 0, so an integration of (3.25) between 0
and oo then some lower bounds lead to

/0 w(s)ur (s)ds < ||hl|z: < oo
SO -
/ uy(s)ds < 0o
1
and obviously u; € L'(0, 00). The second equation of (3.24) implies that
(A — AP)uy = hy + cruy € L0, 00).

Since 3(430) < 0and A = 0 € p(AP) then uy € D(AF). Moreover we can prove that
uy € D(AS°) whence
0 € p(B>).

O

Remark 3.2.11. The latter theorem gives a framing of the spectral bound of B>. The
condition s(A3°) < 0 is satisfied for example as soon as ¢; > 0. In a particular case, we
can be more precise at stated in the following result.

Theorem 3.2.12. Suppose that the limits
dim p(z) =1, >0, lim ¢ (2) =1, >0
exist and are finite then suppose that c; € R7.. Define the second order polynomial function
P N+ Al +co+ 1)+ e
whose discriminant is
A= l% + 2l1¢co + 2lul1 + (CQ — l#>2 >0
and let \* be the largest root of P :

—(h 4 e2+ 1) + /(i + 2+ 1,)2 — Al

N =
2

<0

then
s(B™) = A\*.
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Chapitre 3. Size-structured two phase population model

Proof. We know by Theorem 3.2.10 that s(B*) < 0. So let € > 0 and A = \* + € such
that A < 0 then let (hy, hy) € L'(0,00) x L'(0,00), (u1,us) := (A — B>®)7(hy, hy). Thus
we get (3.24) to solve. We multiply the first equation by (A + ¢3) and the second one by
co then we do the sum of both equations to obtain

(A ) (yrur) + ca(Yaua) 4 [N 4 Mer 4 ¢+ i) + pea]uy = (A4 co)hy +cohy =: h, (3.26)

where h € L'(0,00). We see that P(—cy) = —licz < 0 and P(—1,) = —ll, < 0 so
A* > —cy and \* > —[,. By assumption made on ¢; and p we know that for every n > 0,
there exists 0 > 0 such that for every s > 6 we have

u(s) =Ll <m0 le(s) =l <n.
Moreover for every s > 0, we get

N+ Aer(s) + ea(s) + pu(s)) + p(s)ea(s)

(A +e)? + (N +e)(l+ ez + 1 +2n) + (L = n)(ca —n)
€2 4+ 26X + 20\ +e(ly + co + L, +2n) — n(l, + c2) + 1
2N+ (I + ca + 1) + €2 + 20" n + 2en +1° — n(l, + ¢2)
e+ 2\ + 2en +n° =l + c2) == C(n)

VvV IV IV IV

since
20" Z —(ll + o+ ZM)

We see that C'(0) = €% > 0 and since C' is a continuous function then we can find n* > 0
small enough such that C'(n*) > 0. Thus there exists § > 0 such that for every s > 4, we
get

N4+ Mer(s) + ca(s) + u(s)) + p(s)ea(s) > C(n*) > 0

and an integration of (3.26) between ¢ and oo leads to

(tea) [ nm) () +ea [ (o) (5) + COr) [ m(s)ds < bl < o0
so that
C(n") /:o uy(s)ds < ||hl[21(0,00) + (A + c2)71(8)ur () + caya(d)ua(d) < oo.

Finally u; € L'(0,00) so, using the second equation of (3.24) we get us € L'(0,00) and
then A € p(B*) for every € > 0 so that

s(B®) < M.

Now let that A = A\* — ¢ < 0, with ¢ > 0 small enough such that A\ > —c¢y (which is
possible since A* > —¢y), then suppose that A € p(B>). Once again we get (3.26) to solve
and by assumption on the parameters we use the following upper bound

N+ Mer(s) + ea(s) + u(s)) + puls)ea(s)

N =)+ N =)y +ca+1,—2n) + (L, +n)(ca + 1)
g2 —2eN =2\ —e(ly + o+ 1, — 2n) +n(ly + ) + 7
€2 —e[2N* + (I + e + 1,)] — 2N + 2en +n° + n(l, + )
e? —e(ly — 2n) = 2\ +n* +n(l, + ) == C(n)

VAN VAN VARRVAN
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since

2)\*+(l1+C2—|—lu)2\/Z2l1.

Suppose that ¢ < 1;/2, then
C0)=¢ele =1,) <0

so by continuity of C', we can find n* small enough such that C(n*) < 0. Thus there exists
0 > 0 such that for every s > 9, we get

A+ Ne(s) + ea(s) + u(s) + p(s)es(s) < Cln) <0

and an integration of (3.26) between ¢ and oo leads to

() [T o)) + e [T Gan) (9)+COr) [ unls)ds > [ nts)as

so that -
0> [ h(y)dy.

We choose h such that [{°h(y)dy > 0 to get a contradiction. Thus u; or uy is not in
L*(0, 00) which proves that A € o(B>) for every € > 0 small enough, whence

s(B*) > \*
and the equality follows. O

Remark 3.2.13. If [, = 0 or ¢, = 0 we see that s(B>) = 0, as with Theorem 3.2.10. The
case where [; = 0 leads to

s(B*) = max{—{,, —c2}

which is natural since B* is not a coupled operator in this case. The latter theorem
provides an exact computation of the spectral bound of some coupled operator. Suppose
for one moment that c;, co, u are nonnegative constants and consider the matrix

M = —H—C (&)
(6] —Co '
We can readily see that s(M) = A\* (l; = ¢; and [, = p). Considering this spectral bound
as a function of ¢y, we can apply [72, Theorem 1. (c)] and verify that it is a strictly
increasing function from max{—pu, —co} to 0. Similarly if A\* is seen as a function of ¢,

then by applying [72, Theorem 1. (a)], we verify that the function is strictly decreasing
from 0 to —pu.

3.2.5 On the spectral gap

One can easily see that a spectral gap can only appear if K> is a non identically zero
operator, since there would be in that case no compact part. However, as we shall see in
this section, it is not sufficient. We give indeed some examples for which there is, or there
is not, a spectral gap.
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Chapitre 3. Size-structured two phase population model

Conservative systems

Theorem 3.2.14. Suppose that for every y > 0 we have

| Bls.w)ds = ()

and
pwo >0, cy > 0.

Then s(A*) > 0 and s(B*) <0

Proof. The fact that s(B>) < 0 follows directly from Theorem 3.2.10. To prove that
s(A>) > 0, we integrate both equations of (3.14) between 0 and oo to get for every ¢t > 0

jt UOOO u(t, S)ds} = _/ s) +ci(s))ui(l, s ds+/ s)ug(t, s)ds
+/ / (s,y)uq(t,y)dyds
jt { /0 Tt s)ds} S /0 c2(s))ua(t, s)ds + /0 ™ er(s)un(t, s)ds

and the sum of the latter equations leads to

d [ [ .
dt U (ur(t, 8) + us(t, s))dS] = / / (s, y)ur(t,y)dyds —/ p(s)u(t, s)ds
: 0
- /o Uo B(s,y)ds — u(y)] ui(t,y)dy >0
by assumption. We thus get a sur-conservative system so that

s(A*) >0

Theorem 3.2.15. Suppose that

c+
5" =0

and for every y > 0 we have
/0 B(s,y)ds < u(y).
Then s(B*) =0 and s(A*) =0

Proof. Since ¢y > 0, it follows from Proposition 3.2.7 that s(A3°) < 0. Since ¢5" = 0 then

1 T
(c2/71)“" < limsup — CQ(S)dS =0
z—o0 T JO Yo

and using Proposition 3.2.8 (with ¢, instead of 1) we get
s(A°) = 0.

The fact that s(B>°) = 0 follows from Theorem 3.2.10. Since B5° is a positive operator
then
s(A>) > s(A* + BY® + B°)
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that is exactly . .
s(A%) > max{s(AJ* + K£*),s(A)} > 0.

We then proceed as in the proof of Theorem 3.2.14, to get

St s) vt )as] = [T ][ 805, w)ds — )] m(e. )y < 0.

We thus get a under-conservative system so that
s(A>) <0.

Hence

S(A®) = 0 = 5(B).

Other examples

Define the operator

Agu = Azus [T 8 puly)dy
— —(’ylu)'—/w—i—/ooo B, y)u(y)dy.

In all the following, let

[e.9]

Bu(s) =inf | B(s,y)dy

y=0Jo

so that for every s,y > 0 we have

B(s,y) = Buls).

Theorem 3.2.16. Suppose that K is large in the following sense : there exists € > 0
such that 81 € L'(0,00) verifies

| Bi(s)ds > Il + llrllo + <.

Then s(B>) <0 and s(A*) > 0.

Proof. The fact that
s(B>) <0

follows from Theorem 3.2.10. Since B3° is a positive operator then
5(A%) > max{s(AY + K>), s(AF)}.
Let denote by fl%o the operator defined by
A%y = AXu+ K>®u
= —(mu)' = (p+ec)u+t /OOO Bl y)uly)dy.
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Chapitre 3. Size-structured two phase population model

Then it remains to prove that .
s(AE) > 0.

Let A = ¢ and suppose that A € p(A%). Let h € L! (0, 00) and denote by u := (A—A%) " h.
Necessarily we get

() + A+ p+er)u — /OOOB(»?J)U(y)dy =h

and an integration leads to

/OOO(A+M()+61 ds—/ / dyds—l—/ )dy.

Thus we get

/OOO(SJFMS)JFQ(S))”(S)CZSzAmﬂl(S)ds/ooou(y)dy+/o°°h

and by assumption we get

0> [5 +lllze + lleale= - [ Bl(s)ds} /0 s)ds > / y)dy > 0

which is absurd. Consequently A = ¢ € 0(A%) and we have
S(A%) > e >0
whence s(A>) > 0. O
In the constant case, we can even get a spectral gap with a weaker assumption on K.

Theorem 3.2.17. Let ¢y, co, i be positive constants and suppose that

/OOO Bi1(s)ds > 0.
Then s(A>®) > s(B*).

Proof. The computation of s(8°) follows from Theorem 3.2.12 :

—(e1 + o+ ) + \/(01 + co + )% — 4pcy
5 .

s(B®) =\ =

Let € > 0, A = A\* + ¢ then suppose that A € p(A>). Let (hy, ha) € L'(0,00) x L'(0, 00)
and (u1,ug) := (A — A®) 7 (hy, hy). Necessarily we have

(y1ur) + (A4 c1 + p)ug — coug — fooo B y)ui(y)dy = ha, (3.27)
(’)/QUQ), + ()\ + CQ)UQ —CluUy = hg. '

and as in the proof of Theorem 3.2.12, we get
(A4 ) ()’ + ealyaua) + X+ Mex + 2 + ) + pueafus = [ B y)us(v)dy = h.
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where h = (A+ c2)h1 + cohs. An integration of the latter equation between 0 and oo leads
to

[)\2—|—)\(cl+02—|—,u)—|—u02]/0 ul(y)dy:/ h(y)dy + (A + ¢2) / / (s, y)ui(y)dyds
(3.28)

and replacing A by its expression, we obtain

[52+€(2)\*+C1+62+ﬂ)]/0 ul(y)dy:/o h(y)dy+ (N +e+c2) / / (s, y)ur(y)dyds

so that

o0

[e2 +e(2\" +¢1 + co + p)] /0 u (y)dy > (N 4+ e+ 02)/0 ﬁl(s)ds/o uy (y)dy
Define the function
frem[E@+e@N +a+te+p))— N +e+ 02)/0 Bi(s)ds

Since f(0) = —(A* + ¢2) [° f1(s)ds < 0 and lim. ., f(g) = oo then by continuity there
exists € > 0 such that f(2) = 0. Considering ¢ € (0,2] in (3.28) would lead to

0> /() [T wldy= [ hiy)dy >0
hence the contradiction and the fact that
S(A®) > N 48>\ = s(B%).
O

Remark 3.2.18. In the end we showed some concrete examples where there is a spectral
gap. Consequently the semigroup exhibits the asynchronous exponential growth behavior
when the irreducibility conditions (3.16)-(3.17)-(3.18) are verified. Finally a case where
there is no spectral gap (and consequently no asynchronous behavior of the semigroup)
is shown. As in the finite case, the behavior of the semigroup when there is spectral gap
but no irreducibility is as open problem.

95






Deuxieme partie

Etude d’équation de transport avec
diffusion
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Chapitre 4

Time asymptotics of structured
populations with diffusion and
dynamic boundary conditions

4.1 Models with bounded sizes

In this Section we consider the equation
Dilt, s) + D ((s)ult, s)) = Dy(d(s)Du(t, s) u(ts)+ [ dy  (4.1)

for every s € [0, m] and t > 0, with generalized Feller boundary conditions

[8s(d(3>asu(t7 5))]510 - b085u<t7 0) + COu(t7 0) = 07 (42)
[05(d(8)0su(t, $))]s=m + bmOsu(t,m) + cpu(t,m) =0 (4.3)

and
bo —v(0) >0, by, +~v(m)> 0. (4.4)

4.1.1 Framework and hypotheses

In order to analyze the problem described by (4.1)-(4.2)-(4.3), following [51] we rewrite
the boundary conditions (4.2)-(4.3). We substitute the diffusion term in (4.2)-(4.3), by the
remainder of (4.1) evaluated in 0 and m respectively. We thus get the following dynamic
equations

Oyu(t,0) = —u(t, 0)po + dyu(t, 0)(by — +/ Boly (4.5)

Opu(t,m) = —u(t,m)p, — dsu(t,m)(by, + y(m —i—/ By (4.6)

where
po =17'(0) + 1£(0) + co,

pm = 7' (m) + p(m) + e
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and
5025(07')7 6m:ﬁ(m7)
Following [51], the Banach space
X = (L'(0.m) x B || |1x)
is endowed with the norm
(%, xo, T || 2 = |2 L10.m) + c1lTol + c2|Tml,

where
d(0) d(m)

=, =———.
bo — ~(0) b +v(m)

We denote by &, the nonnegative cone of X. We introduce some hypotheses on the

different parameters :

1. v,d € WH(0,m) and u, By, B € L>®(0,m),

C1

2. the functions u,~" and s — f(s,y) are continuous at s = 0 and s = m for every
y € [0,m],

3. the operator
LY0.m) 3 u— [ B(,y)uly)dy € L'(0,m)
0
is weakly compact,
4. by, by, >0, co, ¢ >0, B0 >0 and d(s) > dy > 0 for all s € [0,m].

Remark 4.1.1. According to the general criterion of weak compactness (see e.g. Section
4 in [156]), the third hypothesis amounts to

sup B(s,y)ds < oo and lim sup B(s,y)ds =0
y€[0,m] /O |E|—0 yeo,m] JE

and is satisfied as soon as there exists 5 € L'(0,m) such that 3(s,y) < (s) a.c. (s,y) €
[0, m]%. This is the case for example if 3 is continuous on [0, m]?.

Using (4.1)-(4.5)-(4.6), we define the operator A by :

u u u
Aluw | = Alu | +K | w

U U, U

(duy — () — pu o B y)uly)dy
= (bo — (0N (0) — poug | + | Jo" Bo(w)u(y)dy |,
_(bm + V(m))u, m) — PmUm f(;n 5m(y)u(y)dy

where the domain of A is given by
D(A) = {(u, ug, up,) € W0, m) x R?* : u(0) = ug, u(m) = u,}.
We are then concerned with the following Cauchy problem

U'(t) = AU(1),
Uo) = (' ud,ul)eXx

m

where

U(t) = (u(t), uo(t), um(t))".
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4.1.2 Semigroup generation

We show here that A is the generator of a Cy-semigroup. The dissipativity arguments
are essentially those in [51] but we prove directly that A is closed, densely defined and
satisfies the rank condition.

Theorem 4.1.2. Let Assumption (4.4) be satisfied. Then A is the infinitesimal generator
of a quasi-contractive Cy-semigroup {U(t)}i>o on X.

Proof. We may restrict ourselves to the operator A; straightforward (bounded) pertur-
bation arguments will end the proof.

T A
1. Let us show that D(A) = X. Let (u,uo,um) € X. Let (v/); be C* functions with
compact supports such that v/ — « in L'(0,m) and

-1

supp (u]) - [j , m—j’l}

We look for a parabola
flls)=as’ +bs+c (s€ {0, j_l})
such that

df3

L=

f00) =uo, fIGG7H =0,

This amounts to ¢ = ug and
aj 2 +bj  +ug=0

2aj7' +b=0.
We find '
f(s) = G2ugs® — 2jugs + ug = up(js — 1)2.

Similarly, we look for a parabola
fi(s)=as>+bs+c (s€ {m—j‘l,m])

such that

. . - ar?, ._
T(m) =, fL(m—j") =0, e (m—j H=o.

We find

2 2

() = umg®s® = 2upmj?s(m — j71) + umg*(m — j71)% = wnj?(s —m + 7%

Define ‘
, fi(s)if s € [0, 57
vi(s)=q w(s)if se€[jt, m—j7
fi(s)ifse[m—371 m).

Then v/ € W10, m), v7(0) = ug and v/ (m) = u,,, i.e.
(v7,07(0),07(m))" € D(A).

101



Chapitre 4. Time asymptotics of structured populations with diffusion

Let us show that v/ — u in L*(0,m). It suffices to show that

/Oj_l\fg( ds+/ ]fﬂ )| ds =0 (j = o0).

We have
ity
[ 1R@]ds = ol [ Gs -1
= Pl [ (557 as
|uo| .
= Ml L .
3 =0 (j = o)
Similarly
/mnijl %(s)‘ds = |1;>31| -0 (j = o0)
Finally
T T
(U] v7(0), Uj(m)) — (u uo,um> in X
and D(A) = X.

2. Let us show that for w large enough A — w is a dissipative operator. Let A > 0,
T
U= (u,uo,um) € D(A) and H = (AN +w)I — A)U.
Let H = (h, ho, hm)T. We have to prove that
[1H||x > AU||x-
By definition of H, we have
(A =+ fi(s))u(s) + (yu)'(s) — (du) (s) = :
(A + po)ug — (b — v(0))u'(0) = hy, (4.8)
(A + D) tm + (b + v (M)t (m) = oy
where
ﬁ(s) =wt M(S)7 ﬁO = w + po, lam =Wt Py
We multiply (4.7) by sign(u(s)), integrate between 0 and m and then multiply (4.8)
and (4.9) respectively by sign(ug) and sign(u,,). We get
M|z + /mﬁ|u| / (du") sign(u —1—/ yu)'sign(u) = /m hsign(u)
0 0
(A+ Po)luo| — (bo —7(0))u'(0)sign(u(0)) = hosign(u(0)),
A+ Pt + (b + () (m)sign(u(m)) = hsign(uu(m))

which is equivalent to

AJul| 2 —|—/Ommu| —/0 (du) sign(u +/ yu) sign(u / hsign(u), (4.10)
O s _ (A Po)luo|  hosign(u(0))

u'(0)sign(u(0)) = =0 ho—n(0) (4.11)
o e _ At pw)lum| | hmsign(u(m))

uw'(m)sign(u(m)) = bt () by £ (m) (4.12)
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(a) Any nonempty open set of the real line is a finite or countable union of disjoints
open intervals (see [3] Theorem 3.11, p. 51) so

{u>0} ={s€(0,m):u(s) >0} = igN(am, a;2),

{u <0} ={s€(0,m):u(s) <0} = igN(bi’l’ bi2).

Since u € WH1(0,m) C([0,m]) then Vi,j € N : u(a;1) = 0, u(a;2) = 0,
u(bj1) = 0 and u(b;2) = 0 (except possibly at 0 and m). Thus

| Gulsign(uy = | ) = [ )
= > [laig)ulaiz) — y(ai)ulai)] = Y [v(bj2)u(bje) — v(bj1)u(bi)]

€N jEN

= y(m) [u(m)] = 7(0) [u(0)]. (4.13)

(b) Consider ["(du’)(s)sign(u(s))ds. Since v € WH(0,m) < C([0,m]) we have
Vi,j € N:u/(a;2) < 0,4 (a;1) > 0,u'(bj2) > 0and u'(b;;) < 0 (except possibly
at 0 and m). We have

/o (du")'sign(u) = Au>0}(du')’ — Awo}(du’)'
= Y [d(aiz)v (ai2) — d(aix)u'(ain)] = D [d(bj2)u' (bj2) — d(bja)u’(bj1)]

ieN jeN

< d(m)u'(m)sign(u(m)) — d(0)u'(0)sign(u(0)).
Hence
Alfullzs +/ﬁ|u|+’7(m)|u( )l =7(0)|u(0)]
< d(m)u'(m)sign(u(m)) — d(0)u'(0)sign(u /hszgn
Since . ,
40 (0)sign(u(0)) = d“);j_*vfg; ol _ d“ﬁ“%@‘“”
and
d(m)u/(m)sign(u(m)) = _d(mb):\:ﬁwn;))WM d(m)bim—iig?g)(m))
then
Al + |t + OB ) 4| 0) + DL o

+ [ il

d(m)hmsign(u(m))  d(0)hgsign(u(0)) ,
b n (m) + b — 1(0) +/hszgn(u)

b +7( ) bo—v() H

IN

IN
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or
R m R 0 N
Ml 4 20 4 0 )| et + [ =224 (14 ) o)
< eg|hm| + 1 [ho| + [[R]| 1 -
Note that if 0
1) b > 0and = 19 4550
Co C1
then
Mlul[pr + /ﬁ\ul + Acalu(m)] + Aer|[w(0)] < 2 [hun| + 1 |ho| + [|All 1 -
But ;
. m +
) L A am)
2 d(m)
and 0 0)(b 0
_M+ﬁ0:_7( )(0_7( >>+’}//(O)+M<O)+Co+w
C1 d(O)

are nonnegative for w large enough. Hence
Mlullzr + /(u + w)luf + Acalu(m)| + Aer[u(0)] < ¢z |hm| + c1 [ho] + [[A]] 1

and

MUllx < (| Hx
for w large enough.. This ends the proof of the dissipativity of A — w.

3. Let us prove that (A, D(A)) is a closed operator.

Let (U™)pen = (u",ug, ult Jneny € D(A) and let U = (u,up,um) € X and G :=
(9,90, gm) € & such that lim, . [|[U" — Ul|lx = 0 and lim,,_, ||AU" — G||x = 0.

Note that
u™(0) = uy — up and u"(m) = ult, = Up,.
Since
(bo —7(0))(u")'(0) = pou™(0) — go
then do + P
u™)'(0) — h 0 00
(Y (0) = ho =
Similarly
~ (b +y(m)) (") (m) — pu™(m) = gm
and o+ Pt
n\/ hm o m m“Ym
(") (m) P
Let
foi=d@™) —yu"
Since
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then
fo = g+ pu
(L' convergence) while
fn(0) = d(0)(u")'(0) = (0)u"(0) — d(0)ho — ~(0)uo
S0

Ful@) = £a0)+ [ fuls)ds = =(@) i= d(0)ho = /(0o + [ (g -+ pu)(s)ds

(L' convergence). It follows that

n\/ Z+’}/U
() - ==

(L' convergence) so u € WH(0,m) and u™ — u in W1(0,m). In particular

0(0) = Jim (0) = iy = g

and
u(m) = lim u™(m) = Jim g, = .

Knowing that u™ — u in W11(0,m), the fact that
(d(w")) = (") = pu" — g

implies that (u")” converges in L'(0,m) so that u € W%'(0,m) and v" — u in
W21(0,m). Finally U € D(A), G = AU. This ends the proof of the closedness of A.

. Let us prove that (A\I — A) : D(A) — X is a surjective operator for A > 0 large
enough.
We consider first a particular case

H = (hho.h) € L2(0,m) x RZ.

T
We look for U == (u,ug, )" € D(A) such that (\ — A)U = H, ie.

A+ p)u — (du') + (yu)" = h in [0,m), (4.14)
(A + po)uo — (bo — 7(0))u'(0) = h, (4.15)
A+ Pt + (b, + y(m))u' (M) = hypy. (4.16)

We multiply (4.14) by v € H'(0,m) and integrate between 0 and m to get

)\/muv+/muuv—/m(du’)'v+/m(7u)’v:/mhv.
0 0 0 0 0

An integration by parts, with (4.15)-(4.16) leads to

A /m uv + /m puv + /m du'v’ — /m yuv' + Kou(0)v(0) + Kpu(m)v(m)
0 0 0 0

= /m hv + ¢1hov(0) + cohpv(m), (4.17)
0
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where Ky = Cl()\ + po) - ”)/(0) and K, = CQ()\ + pm) + V(m)
We define the bilinear form

a:HY(0,m)x H'(0,m) = R

by the left hand side and a linear form L : H'(0,m) — R by the right hand side of
(4.17), to get
a(u,v) = L(v).

Let us check the conditions of Lax-Milgram Theorem. The continuity of a and L
are easily obtained by using the trace theory. The inequality

2
a
2ab < = + (eb)?* (Ve > 0)

implies

[ullZ- €2|IU’||%2>

[ e < Il el o2z < )2 ( 2t

and consequently

Il Il
otwal = (3= g+ (= IS

+Kou(0)? + Ku(m)?.

Taking first € > 0 small enough and then A large enough, we finally get a coercivity
estimate |a(u,u)| > Kllul|3: where K > 0 is a constant. By Lax-Milgram Theorem,
for every H € L?(0,m) x R?, there exists a unique u € H'(0,m) such that a(u,v) =
L(v) for every v € H'(0,m). Now, we need to verify that U belongs to D(A), where
U is defined by U := (u,u(0),u(m)) = (u,uq,uy,). For this, we use (4.17) with
v € C2([0,m]). Then

m !/
‘/ du'v
0

Since u € H'(0,m) then | ;" uv'| < C||v||g2. Consequently

m /)
‘/ du'v
0

Thus du’ € H'(0,m) and u € H*(0,m) C W*1(0,m) so U € D(A).

Now we prove that (\] — A)U = H i.e. (4.14)-(4.15)-(4.16) are satisfied. An inte-
gration by parts of (4.17) with v € C*(0,m) implies (4.14). Moreover, an integra-
tion by parts of (4.17) with v € C*°(0,m) and v(0) = 1, v(m) = 0 (respectively
v(0) = 0,v(m) = 1) gives us (4.15) (resp. (4.16)).

We deal now with the surjectivity of (Al — A) . Let

< (Al + HuHLw)HU\ILszHLerH’VHLw‘/O ut'| + [Pl 2 0] -

< [UA+ llellzoe) Nlullz2 + Cllvllzee + (1Rl z2] lvll2 < Kljv]| 22

H = (h, ho, hi) € L'(0,m) x R2.
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There exists a sequence (H,),>0 = (h", ho, hym) € L2*(0,m) x R? such that
lim ||H, — H||x = 0.

n—o0

We know that Vn > 0,3! U, € D(A) : (\] — A)U,, = H,. In particular Vn,m >
0, AN — AU, —U,) = H, — H,. Using the dissipativity result shown before, we
get

HUn - UmHA’ < CHHn - HmHX

It follows that (U, )n>0 is a Cauchy sequence in X. Let U be its limit. Since AU,, =
—H, + \U,, then AU, converges to —H + AU. The closedness of A implies that
U € D(A) and (A — A)U = H and this ends the proof of the surjectivity.

Thus A generates a Cp-semigroup {7'(¢)};>o by Lumer-Phillips Theorem. Finally, as a
bounded perturbation of A, A generates also a quasi-contraction Cy-semigroup {U () }+>o.
]

4.1.3 On irreducibility

To understand time asymptotics of {U(t)}:>0, we need to prove a key result related to
positivity. Definitions and results about positive and irreducible operators are reminded
in Section A.4. The main result of this subsection is :

Theorem 4.1.3. The Cy-semigroup {U(t)}1>o is irreducible.

Proof. We have to show that the resolvent (A\I — A)~! is positivity improving for large .
Using Theorem A.4.10 it is easy to see that for large A

M-A)" = WM—-—A-K) =W\ -A)"! i(K(AI —A)hHn

n=0

= (M= Ay + (A= A7 SO(K(A — A7,
n=1

It follows that if (A\I — A)~! > 0 then
M —-A) >0 — A

because K is a positive operator. Hence it suffices to prove that (AI — A)~! is positivity
improving.
Let us show first that
(A — A

Let U = (M — A)™'H with H = (h,hg,h,,) € Xy. Since C* ([0, m]) is dense in
L (0,m), we may assume without loss of generality that

h e Ct([0,m]).
Thus
(A +p(s))u(s) + (yu)'(s) — (du') (s) = h(s), s € (0,m),
(A+ po)uo — (bo — 7(0))u'(0) = h,
A+ P )t + (b + y(m)) ' (m) = .
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The first equation is
—u" + p1u’ + pyu = p3

where py = —(d' = v)/d,
p2(s) = (A + p(s) +9/(s))/d(s) > 0 Vs for X large enough

and
The absolute minimum of u is achieved at some 5 € [0,m]. Let us show that u(3) > 0. If
not, i.e. if u(3) < 0 then 5 ¢ (0, m). Indeed, this would imply that

0> —u'(5) = —pa(5)u(®) + p5(5) > —pa(Fu(s) > 0

which is contradictory. Hence s =0 or s = m. If 5 = 0 since

(A+ po)u(0) = (bo — 7(0))u'(0) = ho

then
—(bo = 7(0)u'(0) = =(A+ po)u(0) + ho = =(A+ po)u(0) > 0.
It follows that u/(0) < 0 and then «/(s) < 0 in the neighborhood of s = 0 which contradicts
the fact that the absolute minimum is achieved at 0. We argue similarly if s = m. Finally,
u > 0.
Let us show now that (A — A)~! is positivity improving. We note first that for any
v > A, the resolvent identity

N —-A) =Wl —A) + =N\ —A) (vl - A

shows that
(M — A)’1 > (v =) (M — A)’I(VI — A)’1
SO
(M- A)TH> (M - A)'G
where

Gi=w-Nwl—-A)"'HecXx,
has the peculiarity of belonging to

D(A) c W*H0,m) x R? € C ([0, m]) x R?.

Hence, without loss of generality, we may assume that H = (h, ho, h,,) € X is such that
h € C*([0,m]). Let us show that

u(s) >0 a.e., u(0) >0, u(m) >0

once

H= (ha h07hm) S X‘i‘ - {0}

Let us show by contradiction that minu > 0.

108



Section 4.1. Models with bounded sizes

The absolute minimum of u is achieved at some 5 € [0, m]. Suppose u(3) = 0. Then
vi=—u

satisfies the equation
V' — p1v' + pev =h/d >0

where ps < 0. Note that
maxv = —minu > 0.

If u reaches its minimum in (0, m) then v reaches its maximum in (0, m) . By the maximum
principle (see Theorem A.7.1), v must be constant and then u is equal to the constant
u(3) = 0. It follows that

0=hy, 0=hy, 0=h

which is contradictory. Hence
u(s) >0 Vs e (0,m)

and u(0) = 0 or u(m) = 0. Thus v reaches its maximum (equal to zero) at s =0 or s = m.
If 5 =0 then v'(0) < 0 by Hopf’s maximum principle (see Theorem A.7.2); since

(bo = 7(0))v'(0) = ho > 0
we get a contradiction. If § = m then v'(m) > 0 by Hopf’s maximum principle ; since
—(bm +y(m))u'(m) = iy

we get also a contradiction. Finally minu > 0. O

4.1.4 On the spectral bound of the generator
We have :

Theorem 4.1.4. The spectral bound of A is finite, i.e. s(A) > —oo.

Proof. According to Theorem 4.1.3, for A > s(A), (A — . A)~! is positivity improving and
therefore irreducible. Since (A — A)~! is also compact then

re(A—A)71) >0,
(see Theorem A.4.7). On the other hand

1

re(A—A)7) = = s(A)

see Theorem A.4.6) whence s(A) > —oo. O
(

Remark 4.1.5. Theorem 4.1.4 provides us with the existence of a real leading eigenvalue
since s(A) € o(A) (see Theorem A.4.5).
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4.1.5 On asynchronous exponential growth
Some definitions and results about asynchronous exponential growth are reminded in
Section 1.4.4.

Remark 4.1.6. Note that A has a compact resolvent (and consequently the spectrum
of A is composed (at most) of isolated eigenvalues with finite algebraic multiplicity).
This follows from the fact that the canonical injection 7 : (D(A), ||.|[pay) = (X, ||.||x) is
compact (by Rellich Kondrachov’s Theorem) and D(A) = D(A) since K € L(X) (see e.g.
Theorem A.3.3).

We are ready to give the main result of this subsection.

Theorem 4.1.7. If K # 0 then the semigroup {U(t) }1>0 generated by A has asynchronous
exponential growth.

Proof. The semigroups {U(t) };>0 and {T'(t)}:+>0 are related by the Duhamel equation
t
zﬂwzzwyg/T@—ﬁKU@m&
0

Since K is a weakly compact operator then so is T'(t — s)KU(s) for all s > 0. It follows
that the strong integral

‘KT@—QKU@MS

is a weakly compact operator (see [109] Theorem 1 or [137] Theorem 2.2). Hence U (t)—T'(¢)
is a weakly compact operator and consequently (see [108] Theorem 2.10, p. 24) {U (%) }+>0
and {7T'(t) };>0 have the same essential type

wess(A) = wess<A)7
in particular

Wess(A) < wo(A).
Let A > s(A) > s(A). The positivity improving compact operators O; := (A — A)~! and
Oy := (A — A)~! are such that

Oy > 07 > 0and Oy # Oy
since K # 0. It follows from Theorem A.4.9 that
75(01) < 15(0y).
In addition, according to Theorem A.4.6,

1 1
rg[()\—A) }:)\—S(A)

1
-1 _
and 7, [(/\—.A) } =3 s
S0
s(A) < s(A).
Note that s(A) = wy(A) and s(A) = wy(A) since {U(t)}i>0 and {T'(t)}+>0 are positive
semigroups on L' spaces (see e.g. Theorem A.4.3) so wp(A) < wy(A) and
Wess (A) < wp(A).

By combining this last result and the irreducibility of {U(t)}+>0, Theorem 1.4.13 ends the
proof. O]

Remark 4.1.8. Note that in Theorem 4.1.7, the requirement K # 0 amounts to the fact
that the function 3 is not identically zero.
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4.2 Models with unbounded sizes

In this section, we generalize the theory to the case
m = 00
allowing arbitrary sizes, i.e. we study the model

Oru(t, s) + 0s(v(s)u(t, s)) = 0s(d(s)0su(t, s)) — u(t, s —|—/ u(t,y)dy, (4.18)
[05(d(s)0su(t, s))]s=0 — boOsu(t,0) + cou(t,0) = 0. (4.19)

4.2.1 Framework and hypotheses

The boundary condition (4.19) can be rewritten into the following dynamic form

dyu(t, 0) = —u(t, 0)po + dsu(t, 0) (b — v(0)) + / Boly (4.20)
Let
Koo = (L'(0,00) x R, ||.]| )
with norm
(@, z0)l|lxe = %11 (0,00) + €1]ol-
We assume that
bo —v(0) > 0 (4.21)

and denote by X, 1 the nonnegative cone of X,,. We now introduce some hypotheses on
the different parameters :

1. v,d € WH*(0,00) and pu, By € L>=(0, 00),
2. the functions p, " and s — [(s,y) are continuous at s = 0, for every y > 0,

3. the operator
140,00) 3 u = [ AL, y)u(y)dy € L}(0,00)
0

is weakly compact,
4. by >0,c0 >0, f,u>0and d(s) >dy>0a.e s>0.

Remark 4.2.1. According to the general criterion of weak compactness, the third hypo-
thesis amounts to

sup B(s,y)ds < oo, lim sup B(s,y)ds =0,
y€[0,00) 40 o0 y€[0,00)

lim sup /ﬁ(s,y)ds:o.

|E|—0 y€[0,00) Y E
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Chapitre 4. Time asymptotics of structured populations with diffusion

Define
Wit (Ry) = {u € L, (Ry); u € W*'(0,¢) Ye > 0}

By means of (4.18)-(4.20), we define the operator A, by

(i) = A ) oo )
UQ U Ug
_ <<w> wwuwu>+<ﬁwuwwm@>
(bo = 7(0))u'(0) = pouo Jo~ Bo(y)uly)dy
with domain D(A.) given by
{(u,u0) € Xoo; u € WEHRL), u(0) = ug, (du') — (yu) € L*(R,)
and lim,_,. d(s)u'(s) — y(s)u(s) = 0}.
Note that s
d(s)u'(s) = y(s)u(s) = d(0)u'(0) — 7(0)u(0) + /O z(1)dr
where
= (du)' — (yu) € L'(Ry)
shows that lim,_,o, d(s)u'(s) — y(s)u(s) exists.
As previously, we are concerned with the Cauchy problem

Ut) = ALU(t),
{U(O) = (v’ ud) € Xy

where

U(t) = (u(t), uo(t))".

4.2.2 Semigroup generation

The main result of this subsection is :

Theorem 4.2.2. Let Assumption (4.21) be satisfied. Then Ay is the infinitesimal gene-
rator of a quasi-contractive Cy-semigroup {Us(t) >0 on Xeo.

Proof. As previously, we restrict ourselves to A, since K, is bounded.

1. Let us show that D(A) = Xu. Let (u,ug)’ € Xx. Let (u?); be C* functions with
compact supports such that v/ — v in L'(0, c0) and

supp(u’) C {jfl,oo) .
As in the finite case, we introduce the functions
1
- (s
where ‘
fi(s) = j2ups® — 2jups + ug = ug(js — 1)*
and we verify that

D(Ay) 3 (7,07 (0)T — (u,up)" € Xop

50 D(Ay) = X
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2. Let us prove that (A, D(Ax)) is a closed operator. We argue as previously. Let
(U™)pen := (U™, uf)neny € D(As) then let U := (u,ugy) € Xy and G := (g, go) € X
such that lim, o ||U" — Ul|x,, = 0 and lim,,_, || Acc U™ — G|z, = 0. Let

fni=du™) —yu™.
Note that by assumption
lim f,(s) =0. (4.22)

Since

(L'(0,00) convergence) and

(bo = 7(0)) (u™) (0) = pou™(0) = go
then

(L'(0, 00) convergence) while

fn(0) = d(0)(u")'(0) = 7(0)u"(0) — d(0)ho — ~(0)uq

where
9o + potio

ho := .
0 bo —7(0)

Hence
Juls) = )+ [ Fu(r)dr = 2(s) 1= d(O)ho = 1(O)uo + [ (g + pu)()dr (4.23)

in L'(0, ¢) for any finite c. It follows that
vy Z+yu
—

in L'(0, ¢) for any finite ¢ so v’ € L'(0,c) and u™ — u in W1(0, ¢) for any finite c.
In particular

w(0) = lim v"(0) = lim uf = up.
Finally
fo= ™ = (d(w")) = (yu) = " — g
(L'(0,00) convergence) implies that (u™)” converges in L'(0,¢) for any finite ¢ so
that u € W21(0, ¢) for any finite ¢ and

(d(w)) = (vu)' = pu = g.
Note that (4.23) shows that

[Fuls) = =(s)
< 1fal0) = (d(O)ho =1 (O)uo)| + [ 1) = (g(7) + u(r)u(r)) dr = 0

fn(s) = 2(s) = d(s)u'(s) — v(s)u(s) uniformly on R
and (4.22) implies
lim d(s)u'(s) = v(s)u(s) = 0.

Thus U € D(Aw) and G = A U.

113



Chapitre 4. Time asymptotics of structured populations with diffusion

3. We consider now the dissipativity of (Aw —w/) for w large enough. Let A > 0,U =
T
(u,u0> € D(Ay) and H = (A +w)l — A)U.
Let H = (h, hD)T. We have to prove that

[H][xe = AU 2w -

By definition of H, we have
(A+A(s))uls) + (yu)'(s) — (du)'(s) = h(s), s € (0, 00),
(A =+ po)uo — (bo —7(0))u'(0) = hy,
where
fi(s) :=w+pu(s),  po:=w+ po.
By integration

Al 1 +/ flul —/ (du') sign(u +/ ) sign(u / hsign(u
0 0

o (A +po)luo|  hosign(u(0))
u' (0)sign(u(0)) = =0 bo—10)

Since u € W2 (Ry) C C1(0,00), we get, for every finite m > 0

loc

[ @y sign(u) < d(m)u'(m)sign(u(m)) - d(0)u(0)sign(u(0))

0

and m
/0 (yu)'sign(u) = y(m)|u(m)| — v(0)[u(0)].

Consequently

[ ysigntu) = [ (vu)sign(u) < (dmpu (m) = (m)u(m)) sign(u(m) + b
where [y = —d(0)u'(0)sign(u(0)) + v(0)|u(0)|. Since

lim d(m)u'(m) —y(m)u(m) =0

m—r0o0
then - -
| tduysign(w) — [~ (yu)'sign(u)
Om m
= lim / (du') sign(u) —f (yu)'sign(u) < .
m—oo Jo 0
Hence - -
Mullos+ [~ alul <lo+ [ hsign(w)
SO

Ml + [ ilul = 3(0)[u(0)] < =d(0)u'()sign(u(©)) + [ hsign(w)

Since
d(0)(A + po)|uo| — d(0)hosign(u(0))

bo —7(0) bo —(0)
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then

d(0)(A + po)
bo — o

Ml + [ alalds + | -+(0) + [0 < 2O 4

or
7(0)
&1

Al 11 +/O Alulds + l_

Note that if

+M+mﬂMMWgnwﬁ+mmy

0
—M‘f‘ﬁoZO
&1

then ~
Allull e +/0 filulds + Aci[u(0)] < ||A[[z1 + e1lhol.

Since

10 = OGSO (0 4 0) 4

is nonnegative for w large enough then

Allullzs +/0 (1 4 w)ulds + Aer[u(0)] < exfhol + [[A]| 1

and
MU xe < [|H| 2

for w large enough. Finally A, — w/ is dissipative.

. Let us prove that (A] — Ay) : D(Ax) — X is a surjective operator for A > 0 large
enough. We consider first a particular case

H = (h,ho)" € L'(0,00) N L*(0,00) x R
We look for U = (u,ug)” € D(A) such that (A — A, )U = H, i.e.

A+ p)u — (du') + (yu)' = h in Ry, (4.24)
(A po)uo — (bo —7(0))u'(0) = ho. (4.25)

Multiply (4.24) by v € H'(0, 00) and integrate to get

A/Oouv—i—/oouuv—/oo(du’)’v+/oo(’yu)’v:/Oohv.
0 0 0 0 0

An integration by parts and (4.25) lead to

/\/OO uv—i—/oo uuv—i—/oo dufvl_/oo yuv'+ Kou(0)v(0) = /oo hv+c1hov(0). (4.26)
0 0 0 0 0

One can show that the bilinear form defined by the left hand of (4.26) is coercive.
By Theorem A.6.1, there exists a unique v € H'(R, ) satisfying (4.26) for all v €
HY(R,). Tt follows easily that v € H?*(R,). One sees that U = (u,u(0)) satisfies
(4.24)-(4.25). Since u € H*(R,) then u € W20, ¢) for every ¢ > 0 and

. o . / _
lim u(m) =0, lim u'(m)=0.
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Since 7v,d € L*(R,) then

lim d(m)u'(m) — v(m)u(m) = 0.

m—r0o0

Let us prove that v € L'(R,). Consider A := A + w, with \,w > 0. Since

(A+ A(s))uls) + (yu)'(s) — (du')'(s) = h(s), s € (0, 00),
(A Po)uo — (bo — 7(0))u'(0) = ho,

then

m

/Om(jx + 7(s)) Ju(s)|ds = /Om hsign(u) + /Om(du’)'sign(u) — /0 (yu)'sign(u)

and

Lo (A +po)|uol  hosign(u(0))
u'(0)sign(u(0)) = bo—(0) by —(0)

so, using the above estimates,

(A+w) /Om lu(s)| ds
< [ hsign(u) + (dlm)al (m) 5 (m)u(m) sign(u(m)) — d(O)u'(0)sign(u(0))
+7(0)[u(0)].

The fact that
lim d(m)u'(m) —y(m)u(m) =0

m—00

gives
(A+w) /0 " Ju(s)|ds < /0 " hsign(u) — () (0)sign(u(0)) + 7(0)[u(0)] < oo

and u € L*(R,). Equation (4.24) shows that (du’)’ — (yu)" € L'(0,00). As for the
previous finite case, by exploiting the closedness of A, we get the surjectivity of

(M — A) : D(AL) — X,

Finally A generates a Cy-semigroup {7 (t)}+>0 by Lumer-Phillips’ Theorem. O]
Note that a priori the domain of the generator is not
{(u,up) € W*H0,00) x R : u(0) = up}
but this subspace turns out to be a core of D(A,). Indeed, we have :
Proposition 4.2.3. Let B: D(B) C X, — X, be the restriction of A to
{(u,up) € W>(0,00) x R : u(0) = up}-

Then B is closable with closure A.
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Proof. Note first that A, is closed and
B C Ay

(in the sense of graphs) so B C A, and B is a graph, i.e. B is closable.
To show that B = A, it suffices to show that for any U = (u,u(0)) € D(A,) there
exists a sequence
U, = (u",u"(0)) € D(B)

such that u™(0) — w(0), (u™) (0) — u/(0),

u” — uin L'(Ry)

and
(d(u")) — (") = (du') = (yu)" in L'(Ry). (4.27)
Let
c:R—R

be a C? function such that

(s) = 1for s <0

T = 0for s > 1.

Let

on(s) :=0(s—n).
Note that

ouls) = lfors<n
MY 0 for s >n 4+ 1

Let U = (u,u(0)) € D(Aw) and
u"(s) :=op(s)u(s) (s >0).

Note that ™ € W?'(0, 00) and " = w on [0, n] . In particular u™(0) = u(0) and (u") (0) =
u'(0). Since o, (s) <1 and
lim 0,(s) =1Vs >0

n—oo
then
u" — uin L'(Ry)

by the dominated convergence theorem. It suffices to show (4.27).

Note that
(u™) = olu+ o
(vu") = (vouu)' = (yu) oy, + 0w (yu)’
d (") =do'u+ dou
and

(d(u™)) = o (du) + o, (du)" + o, (du) + o, (du')’

!/

(d(U)) (yu")
= oy (du) + 0y, (du)’ + o7, (du') + 0y, (du') = (yu) o7, — o ()

= o, (@) = (yw)'] + [0 (du) + 0, (d'w) = (yu) 0},] + 207, ().
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Since (du') — (yu)" € L'(R,) then
on [(du) = ()] = (du')' = (yu)’
in L'(R,) by the dominated convergence theorem. Note that

sup |0, (s)| = sup [o”(s)| < oo
S S

sup [0, (s)| = sup |0 (s)| < o0
and the supports of ¢/, and ¢! are included in [n,n + 1] so
o1 (du) + o, (d'u) — () 7}, = 0

in LY(R,) in L*(R,) by the dominated convergence theorem because du, d'u and ~yu
belong to L'(R, ). The most tricky term is

ol (du').
Since

lim d(s)u'(s) — v(s)u(s) =0,

§—00

for any € > 0 there exists 5§ > 0 such that
|d(s)u'(s) = y(s)u(s)| <€ (s 23).

Then
|d(s)u'(s)] < e+ |y(s)u(s)] (s >3)

and
[ sl = [ josden o)l ds
< suplo'(s)] [ las)u'(s) s

s

n+1
< csuplo/(s)] +suplo'(s)] [ Pls)u(s) ds
(for n large enough) so

limsup [ |o,(s)d(s)u'(s)| ds < esup|o’(s)]

n—oo JRy

since yu € L'(Ry). Hence o/, (du') — 0 in L*(R,) since ¢ is arbitrary. This ends the
proof. n
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4.2.3 On irreducibility
The main result of this subsection is :

Proposition 4.2.4. The Cy-semigroup {Us(t)}+>0 is irreducible.

Proof. As for the previous finite case, it suffices to prove that (Al — A,)™*

improving. Let us show first that

is positivity

(M — A)™' >0.
Let U := (u,up) = (M — Aso) "t H with H = (h, hy) € X 1 and denote by C ([0, oo[) the

set of nonnegative continuous functions with compact support in [0, co[. Since C ([0, oo])
is dense in L% (0, 00) we may assume without loss of generality that

h € CF([0, ca).
Since h € (L? N L') x R then u € H*(0, ). Now

(A + pu(s))uls) + (yu)'(s) = (du) (s) = h(s), s € (0, 00),
(A po)uo — (bo = ¥(0))u'(0) = hg
shows that u” € C(0, 00). We write
—u" + pru’ + pou = ps3
where p; = —(d' —7)/d,
pa(s) = (A + u(s) ++/(s))/d(s) > 0 Vs for A large enough

and

We want to show that inf « > 0. If inf w < 0 then the absolute minimum of u is achieved
at some 3 € [0, 00) since limg_, u(s) = 0. This implies that 5 = 0 otherwise

02 —u"(5) = =p2(5)u(s) + ps(s) = —p2(s)u(s) > 0
would lead to a contradiction. But if § = 0 then «(0) < 0 and the boundary condition
(A+ po)u(0) = (bo — 7(0))u'(0) = ho

gives

—(bo = 7(0))u'(0) = =(A+ po)u(0) + ho = —(A + po)u(0) >0

so u/(0) < 0 and then u/(s) < 0 in the neighborhood of s = 0 which contradicts the fact
that the absolute minimum is achieved at 0. Hence

infu > 0.

Let us show now that (Al — A)~! is positivity improving. As for the previous finite case,
by using the resolvent identity, we may assume, without loss of generality, that

H e D(A)N X,
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In particular " € C(0, 00). Let us show that
u(s) > 0 a.e. and u(0) >0

once

H = (h, hy) € Xy — {0}

Let us show by contradiction that v > 0 everywhere. If the absolute minimum of w is not
achieved, then u > 0 since u > 0. Consequently we only need to deal with the case where
it is achieved at some s € [0, 00).

Suppose u(S) = 0. Since H # {0} then either hg > 0 or [5° h(s)ds > 0. In any case,
let ¢ > 3 such that (hg > 0 or [J h(s)ds > 0). Note that the C? function

Vi= —Uu

satisfies the equation
V' —p1v' + pv=h/d >0

on [0,¢], where py < 0. Note also that

max v = —min u > 0.
[0, [0,

If u reaches its minimum in (0,¢) then v reaches its maximum in (0,¢). By the maximum
principle (see Theorem A.7.1), v must be constant and then u is equal to the constant
u(3) = 0. It follows that

ho =0, h =0 on [0,¢]

which is contradictory.
If v reaches its maximum (equal to zero) at s = 0 then v/(0) < 0 by Hopf’s maximum
principle (see Theorem A.7.2) which is contradictory since

(bo —(0))'(0) = ho = 0.

Finally u > 0 everywhere. O]

4.2.4 Asynchronous exponential growth

The main result of this subsection is :

Theorem 4.2.5. We assume that there exists a measurable subset I C Ry with positive
measure such that

u€ LY(Ry), u(y) >0 a.e. = / B(s,y)u(y)dy >0 a.e. s € 1. (4.28)
0
If
: _ -1
AJ;{QOO)TU(KOO()\ Ag) ) >1 (4.29)

then the semigroup {Us(t)}i>0 generated by Ao has asynchronous exponential growth.
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Proof. Since A, is resolvent positive and K., > 0 then
Koo(A — A<>O)71 < Koo(p — AOO)i1 (A > p)
and
(5(As), 00) DA = 1o (Koo(A — Ase)™h) (4.30)

is nonincreasing. Since Ko (A — Ao )~ is weakly compact then (Kuo(A — As)™)? is com-
pact (see Theorem A.3.7). Note that

(5(As0),00) DA = 15 (Koo(A — As) ™)
is convex and therefore continuous (see [108] p. 107). Assume momentarily that
To(Koo(A— As)™) >0 (A > s(As)). (4.31)
Then
(5(An),00) DA = 1o (Koo(A — Axe) ™)
is strictly decreasing (see [108] p. 106). If

lim  7,(Koe(A— Ay) ') > 1

A—5(Aoo)

then there exists a unique
A > s(Ax)

such that
To(KooA — Ag) 1) = 1.

Since Koo(\ — As) ! is positive and power compact then
1 =7,(Ke(N— As)™)

is an isolated eigenvalue of K, (A — A )~! associated to a nonnegative eigenfunction U
SO

Ko(A—AL)'U =U.

Let
Vi=(— AU

Then V # 0 and
KV =K. \N-A)'U=U=(\—AL)V

SO

ALV = AV,

As for the previous finite case, the weak compactness of K, implies that {Us(t)}+>0 and
{T'(t) }+>0 have the same essential type

Wess (Aoo) = Wess (Aoo) .

Since

wess(AOO) S S(AOO)

121



Chapitre 4. Time asymptotics of structured populations with diffusion

then
wess(-A»oo) < S(Aoo) < X = S(AOO)

Thus {Ux(t) }+>0 exhibits a spectral gap and consequently {Uy (%) }+>0 has asynchronous
exponential growth since it is irreducible. Finally, we just have to check (4.31). To this
end, let Ko € L(Xx) be defined by

7. (12) _ (fé"’ 5(',g)u(y)dy>

then let the operator K € £(L'(0,00)) be such that for every v € L(0, o)

Koo(A— A" <8> = (f((;’) (4.32)

where Kv € L'(0,00) — {0} (with Equation (4.28)). We then see that
0(Ks(A — Ase) ™) = 0(K).

Indeed since K., is weakly compactjhen S0 is f(oo and R’oo()\ - Aoo)_l. Consequently
its spectrum is punctual and v € o(K, (A — Ax)™") if and only if there exists (uy,us) €

X — {0} such that
Koo(A— Ay)™! (“1> — <ul>
U9 U2

roa (2)-)

vug = 0.

If v = 0 then we look for (uy,us) € Xs — {0} such that

raoa (2)-()

which is absurd since (A — A)~! is positivity improving and by assumption on 3. Thus
v € 0(Ky(A— Ax)™h) if and only if there exists v € L'(0,00) — {0} such that

waoa () ()

veo(K).

but we know that

so we need to have

which is equivalent to

Consequently

To(Koo(A = Axe) ™) > 1o (Kao(A — As)™h) = 1(K).
Now define the linear operator K € £(L'(0,00)) by

Ku(s) = x1(s)Kv(s)
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where 7 if the indicator function of 7. We identify L'(I) to the closed subspace of L' (0, o)
of functions vanishing a.e. outside /. Since

K : L'(0,00) — L*(I)
(using Equation (4.28)) then
F|L1(1) : Ll([> — L1<I)
and
K= Kipa

SO
’I“U(K) > TU(KILI(I))'

Since (A — Ay) ™! 1 X — X is positivity improving then our assumption on 3 imply
that
Ky : LNI) — LY(D)

2

is positivity improving too. Since K1) is weakly compact then (K| ri(r))” is compact
(see Theorem A.3.7) and irreducible so
-2

T <K|L1(I)> >0
(see Theorem A.4.7) and finally

T <F‘L1([)) > 0.

O
Remark 4.2.6. Note that if
. . 1 <
/\—};HA}W)TU(KOO()\ An) ) <1
then r,(Kow(A — As) ™) <1 (A > s(Ay)) and
M —A) ' =M — A — Koo)' = (M — Ae) "D (KoM — A)™H)"
n=0

(VA > s(Ax)) shows that s(Ax) < s(Ax). In fact s(Ax) = $(Ax) since s(As)
> $(Ax) due to Ky > 0.

Remark 4.2.7. Roughly speaking Theorem 4.2.5 expresses that {Us(t)}:i>0 has asyn-
chronous exponential growth once s(A) > s(A). We mention that the spectral bound
of generators of perturbed positive semigroups is characterized in [148] (see also [143]).
Note that s(A) is not known explicitly. In case s(Ay) = 0, then (4.29) could be inter-
preted in terms of the basic reproduction number Ry (see [143]), we thank one of the
referees for drawing our attention to this fact.
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Remark 4.2.8. Note that K (A — Ay)™! and (A — A, ) 'K, have the same non-zero
spectrum (see e.g. [1] p. 196) and consequently

To(KooA — Axe) ™) = 15 (A — Ase) T Koo

On the other hand, (A — A) 'K is never positivity improving since

U

KOO<O>:0 Yuy € R.

We end this subsection by a useful criterion to estimate a spectral radius.

Lemma 4.2.9. Let
B(x,y) = Bi(x)Ba2(y)

where B; € L'(0,00) and 3y € L*°(0,00). We assume that 3y is continuous at 0. Then for

every A > s(Ay)
Ba (()\ —Ax)™ <Bﬁ10)>>1 ey

oar (),
£1(0) |5, ((A —As)™! (ﬁ)) .

= (e (@) G)

s0 Koo(A — Ay) 7! is a one-rank operator with a single non-zero eigenvalue

w0207 (360)),
(29)
(0297 (),
]

Remark 4.2.10. Note that if the kernel 3 is not separable but is bounded below by a
separable kernel, i.e.

ro (Koo(A = As)™!) =

Proof. We know that

)

Ll

Koo (A= Ax)™ (}{;) =

It
associated to eigenvector

Hence
ro (Koo(A = As) ") =

LY (Ry)

B, y) = bi(x)Ba(y),

then a simple domination argument shows

(0 (o),

Simplified models (with constant coefficients) are dealt with in the next section to check

the property
b
(=10 (),
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4.3 The constant case

4.3.1 Framework
In this section we show that the property (4.2.10) is verified in the constant case
d= ]-7 S Rv JUES R+.

We thus consider the operator

Ac(in) = () o= )

u =y — pu ) N (fow 6(.7y)U(y)dy>
(bo —7)u'(0) — po 1o Bo(y)u(y)dy

whose the domain is

D(Ax) = {(u,up) € Xoo s u € Wi (R4 ),u(0) = ug, u" —yu' € L'(Ry)
and limg o /(s) —yu(s) =0}

and with
Po = i+ Co.
We keep all hypotheses made on Section 4.2 so that we have

by — v > 0, co > 0, by > 0, Po = 0. (433)

4.3.2 The main result
We have the following theorem.
Theorem 4.3.1. Let I, I, C R, be two intervals with positive lengths. We assume that
B(z,y) > Bi(z)B2(y)
where By € L'(0,00), B2 € L>=(0,00) such that
Bi(s) >0 a.es €I, Pa(s) >0 ae s€ly

with By continuous at 0. Then (4.28) is satisfied and

a0 (),

Proof. The fact that (4.28) is satisfied is clear. In all the following, we will write for more
convenience

lim

= 00. (4.34)
A—s(Aoo)

Ll

I = @, 2], Lo = [y1, 2]

(A= A) ( ﬁib)) _ <;‘0> | (4.35)
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This amounts to solving the following system

A+ pu +yu' —u" = By, (4.36)
/ p0+)\ o 61(0)
u(())—(bo_7>uo——bo_fy. (4.37)

The general solution of the homogeneous equation related to (4.36) is given by

u(z) = A exp(§&1(N)z) + A exp(&(N)z),

where

Q0 = (v+\/72ﬂ;4(k+u)) and &) — (v — W2J2r4(k+u))_

We look for a particular solution of (4.36) in the form
w(z) = A (2)eS* T 4\, (z)eS2Ne,

We set the condition
N ()8 4 X (1)ef2MNT = 0, (4.38)

We get
w'(@) = M)A (@) VT 4 (M) Ag ()2 (4.39)

and

w () = (M)A (2) e N7 1 & (NN ()N 4 (M) Ao()e= N 4 E(N) Xy (w) eV,
Consequently
A+ pw +qw' —w" = B
if and only if
&N (@) eV — &AMy (2)e= N = By ().
With (4.38), we have to solve

{ Ny ()51 4 Ny (2)e2 Ve =,
—E (MM (2)e8 T — & (M) (2)e2 V7 = By (x).

Therefore
)\/( ) _51< )e aV)e )\/2(:[;) _ ﬁl<x>6_£2(A)x )
2+ AN+ p) Y2+ 4N+ p)
Hence a particular solution of (4.36) is
o) 51 ) x 52 )5
w(z) = / frls)e” ds St 4 fils)e” ds 2Nz, (4.40)
YA+ ) 0 Y2+ 4N+ p)

Consequently, the general solution of (4.36) is given by
u(z) = A eS1 VT 4y efeNz w(x).

126



Section 4.3. The constant case

Since A > —pu, we have & (\) > 0 and &(A\) < 0. Therefore w € L'(0,00) because
B € L(0,00). Thus

we LNRL) & A =0,
and

u(z) = Age?™® Lap().

Furthermore, the boundary condition (4.37) is satisfied if and only if

0 JeE1N)s
e = (52 - 20 - [T A

Then u(0) = ug if and only if

B po + by - B1<S)€—§1(/\)5 .
)\2()‘)520‘) - ( ’Y) (AQO‘) +f0 \/md )

S 6751()‘)3
O ey gy AT
0= Y2+ 4\ + )

which is equivalent to

M) = fro Al ds(&()\)—(/\—l—po)/(bo—fy))
a0 =&+ Ot p) /(b — )
51(0)/ (b — )
—&0+ A+ p0)/ (o —7)°

(4.41)
_l’_

We know that
A po =N+ p+co> co,

when A > —pu so Ay(\) is well-defined since

—&(A) + (A +po)/(bo — ) > 0.

Thus, the expression of the resolvent is given by

oo & —&2(A
U(I’) :/ 61( )e ds 6 / 6 §2(N)z + )\2(/\)652()\)33’

ds e
VY2 4N+ p) \/7 +4>\+u

where A\y()) is given by (4.41). We know that

' (2) = Aa(N)E(N)e T + ! (x).

Using (4.40) we verify that v’ € L' and «/ € L'(0,00). Moreover (4.36) proves that
u" € L' since 3; € L'. Consequently (u,u(0))T € D(B).
Since A, generates a positive Cy-semigroup on X, (see Section 4.2 then s(Ay) € 0(Ax)
(Theorem A.4.5) and s(As) < —p.

We now prove that s(Ay) = —u. Suppose that v > 0 and let A = —pu, then the general
solution of the homogeneous equation related to (4.36) is

u(z) = A exp(yx) + Aa.
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Then a particular solution of (4.36) is given by

wia) =e [T g [° ) g

z g v

and the general solution of (4.36) is
u(z) = \e? + Ay + w(x).

Let us note

L= lim w(z).

l = /OOO Blv(s)ds < 00.

Moreover, [ > 0 by assumption on 3; so w is not in L*(R,).
If Ay > 0 then

Then we see that

Jim ) = o0

and if \; < 0 then we have

g}glglou(x) = —00.

In both cases, u is not in L'(R,) (otherwise the limit should be zero). If \; = 0 then
u(x) = A + w(x)

which is not in L*(R,) whatever Ay € R.
Consequently there is no solution of (4.35) for A = —p, so

—p € 0(As)
and
$(Ax) = —p.
Suppose that v = 0 and let A = —pu, then the general solution of the homogeneous

equation related to (4.36) is
u(z) = A1 + Aoz

We look for a particular solution of (4.36) in the form
w(z) = M () + Ao(2)x.

We set the condition
Ni(z) + Xy(z)x =0

so we get
w'(z) = Ao()
and
w”(x) = Ny(x)
Consequently
_w// — 61
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if and only if
Xy(x) = —Bu(x).
So we get

)‘,1(95) = pi(7), )\/2@) = —fi(z).

Hence a particular solution of (4.36) is

w(z) :/0 Sﬁl(s)ds—I—x/ B1(s)ds
and the general solution of (4.36) is given by
u(z) = A\ 4+ Aoz + w(x).

We see that -
u'(z) = Ao +/ Bi(s)ds

which implies

. / .
Jim () =

so, to have (u,u(0))” € D(Aw), we must have

. / _
Jig w(z) =0

which is equivalent to

A2 = 0.
We thus get
u(z) = A + /OI sBi(s)ds + x /;O Bi(s)ds
SO
uw(0) = A\
and

u'(0) = /OOO p1(s)ds

so the boundary condition (4.37) is verified if and only if

o (0) - (g) u(0) = _ﬁlb<00>

which is equivalent to
00 A
/ b1(s)ds — 170 _ —61(0).
0 bo bo

If pg = 0 then we get
51(0)

<
bo =0

0< /Oooﬁl(s)ds =—

which is impossible. If py > 0 then we get

L 510)\ o
)\1—<‘/0 51(8)d8+ bo >p0>0
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Consequently
u(x) > A >0

for every x > 0 and w is not in L'(Ry) so
—1 € 0(Ax)

and
$(Ax) = —pt.

Now suppose that v < 0 and let A\ € (—7?/4 — u, —u) close enough to —p. Then the
general solution of the homogeneous equation related to (4.36) is

u(m) = Alegl(A)z + )\2662()\)

with &(A) < 0 and &(A) < 0. A particular solution w of (4.36) is given by (4.40).
Consequently the general solution of (4.36) is given by

u(z) = Atz o\ 82N 4 w(x). (4.42)

We can verify that w € L*(0,00). Since & (\) < 0 and &()\) < 0 then u € L'(0, c0).
Furthermore, the boundary condition (4.37) is satisfied if and only if

) —§1(N)s
Po+/\> B —51 / Bi(s)e

M)+ e - (2 Yoonrswamie

bo—

Then u(0) = ug if and only if

e—61(V)s
MG + A(NEN) = (ngj) (MA)“? ) \/7434—)\+u )

B0y [ Buls)e” i ds
= SO e

which is equivalent to

Je=E1 (Vs §L(N) — (A +po)/(bo — )
- [ ( EatEyime >>

V* +4A+“ ! (4.43)
B1(0)/(bo — ) N A(A) [§1(A) = (po + A)/(bo — )]
—&(A) + (A +po)/(bo —7) —&(A) (A +po)/(bo—7)

Since the function

_|_

A+ po
(bo — )

is continuous, strictly increasing on (—v%/4 — u, 00) and equals to

Po
by — v

A= =& (N) +

>0

when A\ = —p, then, taking A < —u close enough to —u we get
—&(A) + (A +po)/(bo — ) > 0.
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Section 4.3. The constant case

Consequently, for any A\; € R, the function given by (4.42) is solution of (4.36) and
is solution of (4.37) when Ag(\) satisfies (4.43). Therefore we get an infinite number of
solutions of (4.35) for every A < —pu close enough to —u so

—p € 0(Ax)

and
$(Ax) = —p.
Now consider A > —p. Then we first see that

§1(A) > &2(N).

So we have
§1(A) — (A +p0)/(bo — ) > &2(A) — (A + po)/(bo — ).
Since
§2(A) — (A +po) /by < 0,
we get

§1— (A +po)/bo
<—§2 n (/\+p0)/bo> > —1. (4.44)

A computation gives

_ -1 61 € sl & (N zds
2<<)\ A4) <51( ))1 LR / V2 +4>\+u/ﬂ2 dud

00 —&2(A 00
/ fils)e / 2)e2Nedzds + Ay(N) / Bo(z)e2 N7 dy,
0

VY2 AN+ )

Using (4.41)-(4.44), we get the lower bound

2 ((A -4~ <5ﬁ10)>>1 LY(Ry)

51(0)/bo b, /OOO 6z(as)efgu>xda;+/ooo fils)

= TG0+ O N,

{emx)s i (50 — 07) By(a)da + (80— em6100%) / T oM, (1)de] ds,

Suppose that x; > y;. Then we use the lower bound

(- (5%))1 B

> Buls) e Jmtere) (6w ) gy (o) dads,
7 A+ )

Furthermore, we know that

lim &(A) =0ify >0and lim [&(A)]=0if v < 0.
A—=—pu A—>—u
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Chapitre 4. Time asymptotics of structured populations with diffusion

Consequently for z € [y;, min(xy, y2)] we use the lower bounds

SNz g
(eﬁl(k)m . )52( ) Me ) if v 20,
Mye2WNeif 4 < 0,

where M, My > 0 are positive constants since S > 0 on [y, y2] and & (N\) > &(N).

If v > 0 then
L B
2| (A= A) (
( 51(0) LILY(R,) inf )
" min{x1,y
> M1/ 2 61(3) 6*51()\)3/ o SN ds
T Y24+ 4N+ p) v
> M, / N P(s) e (hAmin{rie} _ (6w s
v g

GO 0

)
S A—,
21 & (A)y /Y2 + 4N+ )
M,C

&i(A)

where M;,C > 0 are positive constants because 3; > 0 on [x1,z5]. Since & (\) > 0 for
A > —p and limy,—, & (A) = 0 then

lim <M0> =
=0\ &E(N))

>

and we get
: i B
lim 2<(A—A) 1< = 00.
A 5O/,
If v < 0 then, since &(N) < 0 for A > —pu, we get
(0= (o))
51( )) )l
> / /7 ot | " e g
v 4 4( )\ + ,u Y1
> M, / e—E1(N)s (652(/\)1/1 _egzmmn{m,m}) ds
= (& (A)]y/? +4(A+u)
_rx —£1(N)s
> Mg/ 2 Pi(s)e s
W)Y AN+ )
MyC
>
&2(A)

where M, C' > 0 are positive constants. Since limy_,_,, |£&2()\)] = 0 then

e (15)-
Ao 2(N) -
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and we get

= 00.
LY(Ry)

o (o),

lim
A——

Now, suppose that x; < y;. Then

oo (),

LY(Ry)
. /°° Bi(s) (e — a0 / T W g, () duds
0 /Y24 4\ + p) ’
00 Ea(N)x T
> / ek ) / Bi(s)(e72Ws — e=81N%) gy
0 0

V2 + 4()\ +u
Ea(N)z min @
/(y2 Ba(z)e 2( / {(y1+y2)/2,22} 8, (S)(€7£2(>\)s _ efél(A)S)dsdx.
2}

yity2)/2 y [42 + 4(\ + p)

Furthermore, we know that

lim &(A\) =0if v >0 and )\lim |&2(N)] =0if v < 0.
=

A—=>—pu

Consequently for s € [z1, min{(y; + y2)/2, x2}] we use the lower bounds

Bl(s)(e_52(’\)5 _ 651(/\)5)

v

Mie 6Ms 4f v >0,
Moe M5 if v < 0,

where M;, My > 0 are positive constants since 8; > 0 on [z1, xs] and —&(A) > =& (A).
If v > 0 then

(o (o)),

LY (Ry) )
Z Ml Y2 B2 (x) 662()\)1 /mln{(y1+y2)/2,x2} e*fl ()\)Sdsdx
(W1t92)/2 /42 + 4\ + p) 1
> M, /y2 52(@ 2Nz (6751()\)961 _ e min{(y1+y2)/2,zg}) de
(y1+y2)/2 51()\)1/72 + 4()\ + [L)
_ 2Nz
(W1+y2)/2 £ (X) /72 + 4(A + p)
M, C
>
&1(N)

where M;,C' > 0 are positive constants because 35 > 0 on [y, ys]. Since & (\) > 0 for
A > —p and limy,—, & (X)) = 0 then

i (MO>_
mmay) =

s (),
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Chapitre 4. Time asymptotics of structured populations with diffusion

If v < 0 then, since &(A) < 0 for A > 0, we get

(0 ),

L'(Ry)

> M, /92 Ba() es2(N)x /min{(y1+y2)/2»$2} e~ 2N dsdy
= (1+92)/2 | [2 + 4(A + u) “
> M, / 2 Ba() Nz (oM minlln i) 22} _ 62V g
(w1+y2)/2 |€5(\ | 72 4 4( )\+#
o E2(X
S " Pa(x)e
(y1t+y2)/2 |§2 | ’Y +4)‘+M
MO
>
£&2(N)

where M, C' > 0 are positive constants. Since limy_,_,, |£2()\)] = 0 then

lim < MO ) =00
e\ (V)]

(0 (i),

Remark 4.3.2. In this case we can thus use Theorem 4.2.5 to get the asynchronous
exponential growth of the semigroup generated by the operator A.,. Note that we took
d = 1 for convenience but we can take d € R* as well. The boundary condition (4.37)
will be the same. However the Equation (4.36) will become

and

hm
—u

= Q.

L1(Ry)

]

A+ p)u+yu' — du” = 3y

then it suffices to divide by d > 0 to get

A X 7“ //_61
<d+d) T T

and with some change of variables we get exactly what we studied before, that is :

A+ @u+3u' —u” = Bi.
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Troisieme partie

Etude d’équations a retard
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Chapitre 5

Global stability in a delay
predator-prey model

5.1 Framework

5.1.1 System and equilibria

In this chapter we continue the study of the predator-prey model (2.1). The goal of
this work is to prove the convergence to the non trivial equilibrium (see Figure 2.3) in
some case. More exactly, we consider

W= o > 07 ﬁ(a) = BOX[T,OO) (&)7 ’Y(a) = Yo X[r,00) (a)a
where 7 > 0 is some delay. We readily see that in that case we get

67/1’07
a; =T, R_=0, R0:50 )
Ko

The behavior of the solution when Ry < 1 is clear (see Theorem 2.3.5) : both populations
go extinct. We thus suppose in the following that

Ry > 1.

Formal integrations of the PDE equation in (2.1) (we suppose that lim, . z(¢,a) = 0)

implies that
X'(t) = x(t,7) = poX(t) — %y() X (1),
Z'(t) = w(t,0) —x(t,7) — poZ(t),
y'(t) = ayy(t)X(t)—dy(t),
where X (t) = [ x(t,a)da and Z(t) = [5 x(t,a)da. Using the boundary condition we get
X'(t) = Poe” "X (L = 7)o X (1) — noy(t) X (1),
Z'(t) = PoX(t) = Poe T X(t — T)poX () — poZ(t),
y'(t) = onoy(t)X(t) — oy(t).

Since the function Z can be deduce from X and y, we will then study the following delay
differential system

{ X'(t) = Boe™M7X(t —7) = poX(t) — X ()y(t), (5.1)
Y(t) = anX(t)y(t) —dy(t). '
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Chapitre 5. Global stability in a delay predator-prey model

Let the Banach space
X =C([-7,0],R) xR

endowed with the norm
[ (u, v)[|x = ||ulloo + |v]

and let X be his nonnegative cone. We study (5.1) with the initial condition
X(0)=¢0),-T<0=<0,  y(0)=uw,
where <¢7 ?/0) e X

Remark 5.1.1. The delay differential system (5.1) is only deduced from the PDE model
(2.1). The equivalence is only true if the initial condition (¢, y) also satisfies (2.1). In
the following, we will work in the general case and then get our desired result for the
particular initial condition which allows to return to the PDE model.

The equilibria of (5.1) are given by

5 e*#of_
Ey := (0,0); E*::<X*,y*>=( o “°>.

ano ’ Y0

We verify that E* exists (in the positive orthant) if and only if Ry > 1 and the nontrivial
equilibrium is unique under this latter condition.

5.1.2 Partition of A,

Counsider the sets

So = {(6,y) € X, : /OT (a)da > 0}, 05 = X, \ S,

S1=A{(¢,y) € Xy : ¢(a) > 0 for every a € [—7,0]},
S={6n)eXiy>0 [ sada>0}, 05 =X\S,

Sz ={(¢,y) € Xy 1y >0,6(a) >0 Va € [-7,0]}.

Remark 5.1.2. We have the inclusions
S3 C S, C Sy, S3C S CS
and we get the partition
Xy = Sy L (05 N Sy) L (0S2 N OSy)
(disjoint unions) which is in fact
X =S (05, N Sp) LISy

since 0Sy C 05,.

138



Section 5.1. Framework

5.1.3 Preliminary results

Remark 5.1.3. We see that the initial-value problem (5.1) can be rewritten in a more
convenient way

X /
() 0= rxaptone=o )
Xo =0, y(0) = o
where (¢,y0) € X and f: X — R? is defined by

([ BoeTHTP(—T) — pop(0) — Y0p(0)y
fw”‘( a0d(0)y - 3y )

?

and where
Xi(0) =a(t+0),—1<0<0.

(We omit the initial condition dependence since there is no misunderstanding and we
write X;(0) instead of X;(0, zg), where 2z := (¢, yo)).

Proposition 5.1.4. For every initial condition zy := (¢,y0) € X4, Problem (5.2) has a
unique mald solution (X, y(t)) for every t > 0.
Moreover, Problem (5.2) induces a continuous semiflow via :

O: Ry xX, — X,
(t,z0) = Py(20) = (Xy, y(1)).

Proof. The proposition results from the general case proved in Proposition 2.3.9. O

Remark 5.1.5. Consequently of the latter proposition, the solution stay in the nonne-
gative cone and there is no explosion in finite time.

Definition 5.1.6. Let 5,7 C X, then in all the following we will say that S is

1. positively invariant if ®,(S) C S for t > 0, i.e. for every z € S and every t > 0,
(bt(Z) c S

2. (e,T)-positively invariant (with ¢ > 0) if for every z € S, then ®,(z) € T for
every t > ¢.

Remark 5.1.7. In all the following, we will denote by (X;, y(t)) € X the solution of (5.2)
at time ¢t > 0 with initial condition (¢, y) € X.

We now give some properties about the sets defined in Section 5.1.2, with first a useful
lemma.

Lemma 5.1.8. Let (¢,y0) € Xy be a nonnegative initial condition. Suppose that there
exists t* € [—1,0] such that ¢(t*) > 0 then X (t* + 1) > 0.

Proof. By contradiction, suppose that X (t* + 7) = 0 then Equation (5.1) implies
X'(t"+7) = Boe "7 X(t*) > 0

which contradicts the nonnegativity of X. m
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Chapitre 5. Global stability in a delay predator-prey model

Proposition 5.1.9.

1.
2.

The sets Sy and Sz are positively invariant.

The set Sy (resp Sa) is (27, S1)-positively invariant (resp (27,S3)). Consequently,
all the asymptotic results proved for initial conditions in Ss can be extended to Ss.

The set 0Sy is positively invariant and the equilibrium Eq is globally asymptotically
exponentially stable for ® restricted to Ry x 0Sj.

The set 0Sy is positively invariant. Moreover, if we take the restriction of ® to the
set Ry x SqN 39Sy then the solution (X,y) of Problem (5.1) diverges to (00, 0) when
t — o0.

Proof.

1.

Consider an initial condition (¢,yo) € Si. Then Xy = ¢ and X(t) > 0 for every
t € [-=7,0]. Then Lemma 5.1.8 implies that X (¢) > 0 for ¢ € [0, 7]. Repeating this
argument, we get X (¢) > 0 for every ¢t > —7. Consequently S is positively invariant.
We easily see that S is positively invariant, since y/(t) > —oy(t) and

y(t) > yoe ' >0, t>0

when (¢;3/0) S 83-

. Take an initial condition (¢, 1) € So. We then have [°_¢(a)da > 0 so there exists

t* € [—7,0] such that ¢(t*) > 0. Using Lemma 5.1.8, we get X (t* + 7) > 0. Then,
for every t € [t* + 7,27], we have

X’(t) > —(,uo —+ '70y(t))X(t),
Consequently for every t € [t* + 7, 27], we get
X(t> > X(t* + 7-)6*(#0+’Y0§)[t7(t*+7)] >0,

where 7 = maxcp«4r,2-) Y(t) < 0o (using Remark 5.1.5).

Then X(t) > 0 for every t € [7,27] and (Xs,,y(27)) € S;. Since S; is positively
invariant, then S is (27, S1)-positively invariant and we easily see that S is (27, S3)-
positively invariant.

. Consider an initial condition (¢,yo) € 9S;. We have [°_¢(a)da = 0 and X (¢) = 0

for every t € [—7,0]. Then we get
X'(t) = —poX(t) — X (#)y(t) <0, te[0,7],

so X is nonincreasing on [0, 7]. Since X is nonnegative, then X(t) = 0 for every
t € [0, 7]. Repeating this argument, we get X (¢) = 0 for every ¢ > 0. We readily see
that

/0 X,(0)dd = 0

for every t > 0 and 05 is positively invariant. It is then clear that the solution will
converge to Ey since X (t) = 0 for every t > 0 and y/(t) < —dy(t) so limy_,o y(t) = 0.
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4. We know that 055N 0S5y = 05 is positively invariant. Consider an initial condition
(¢,90) € 082N Sy 50 3o = 0 and [°_é(a)da > 0. Then Equation (5.1) implies that
y(t) = 0 for every t > 0. Since Sy is positively invariant, we get the invariance of
85’2 N S() and (952

Moreover, with the second and third points, we have ®;(¢, yo) € S; N 0S5, for every
t > 27. Thus, for every t > 7, x(t) > 0. We see that (5.1) becomes the delayed
Malthusian equation

X/(t) = 50€7M0TX(t — T) — ,LL()X(t)
As explained in [85, section 1.2], the solution behaves as

X() = e (1400),  lim Q) =0,
where ¢y > 0 and o > 0 since Ry > 1. Consequently we get
lim X (t) = oc.

t—o00

5.2 Attractiveness

5.2.1 Some definitions

Since for every initial condition z € S5, the w-limit set of z is a subset of X, we will
need the following notations

E() = (0,0) S X,
E* = (X*X[er0, ¥") € X.

We aim to prove that the nontrivial equilibrium satisfy a global stability property. To
avoid some confusion between stability and attractiveness, some definitions are reminded
in Section 1.4.1. We first want to prove the global attractiveness of E* on some subset
S C X. To achieve that goal, we use Lyapunov functions. Consider the key function (see
e.g. [118])

g(@) = 2 —In(z) — 1,

then define the following function

L.(¢,y) = Vi(0,y) + Va(o, y) + V3(¢,y)
formally defined for (¢,y) € X by

Vi(6,y) = aX’g (W) |

X
Va(o,y) = y'yg (j) ,

0
Valo,y) = o X" [ g (QZ((?> ds,
(see e.g. [146] and also [81] where the Volterra-type Lyapunov functional V3 was introdu-
ced).
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5.2.2 Lyapunov function

In order to prove that L, is a Lyapunov function, we first give a well-posedness result
and remind the definition of a Lyapunov function for the semiflow ® in the case of infinite
dimensional systems.

Proposition 5.2.1. The function (t,w) — L.(P;(w)) is well-defined on R x S5 whenever
Ry > 1.

Proof. Note that the condition Ry > 1 is necessary to define L, since the equilibrium E£*
only exists in this case. Moreover, the positive invariance of the set S5 (Proposition 5.1.9)
proves that V;, V5 and V3 are well defined when applied to the semiflow . O

Now we can give the main result of this section.
Proposition 5.2.2. L, is a Lyapunov function on Ss.

Proof. L, is well defined on S3 (Proposition 5.2.1) and is clearly continuous. Let z :=
(¢,y0) € S3. We can compute the derivative of L,

OL.(0(2)]
_ 0 |ax (X“) ( <>>+V3(¢>t<¢ yo>>]

X*
_ ) ( gfét)) Y (8) + AUV (@46, 30))].

)b
N O[Va(@uld,90)] = afoe X" /ii [9 (X(;: )ﬂ *
= amerx [ 2o (K)o
= afe X" [g (ﬁét)) —9 (M(;_T)ﬂ

Consequently we have
at[L*((I)t<¢7 yO)]
X*
= a (1= 55 ) X0 = 1) - 10X (0 = 00X )

et (50 (2027
= a (1= g ) B X ) = X O]+ a0~ (1 2 Yot
—ao X (8)y" + afoe o [X(t) — X*In (%) _X(t— T)] .

We know the following properties about the equilibrium :
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1. aypX* =9,
2. apgX™* + 0yt = afy X e HoT,
3. ay + ayy* = afye T,
Thus we get
N[L(Pe(¢, y0))]
= a (1 ) DX = 1)~ pX(0] 40 - X (O

X (1)
+afpeHoT lX(t) —X*In t—7)> —X(t - T))}

~ . (1 _ )?(t> e X 7)] = oo X (1) 080X g X (O
) —X(t—1))

+afpe M7 | X (t) — X*In (
= « (1 _ > [Boe "7 X (t — 7)] — afpe T X (t) + affp X *e~HoT
)

X(t)

rahe X0 - X X(f“))) ~ X(t )
N pory (X =7) e wor e [ X(@)
= —(aX*Boe” ( X0 )—i—aﬁoX e afoe M7 X* In (:L’(t—T))
X(t—T)

— —afyXrero (X(t) 1+ <X()§(_t)7>>> ,

Finally we get :

e o [ X(t—T

OUL.(®4(6,30))] = —afoX e g (X7 (5.3)
X(t)

and since g is a non-negative function, L, is a Lyapunov function on Ss. [

5.2.3 Attractive set of the solutions

Now we compute the w-limit set of each element of S3, with first of all a result about
the boundedness of the solution, which results from the fact that some energy is at most
conserved through time (or is decreasing).

Lemma 5.2.3. For every z € Sy, there exists a finite constant C(z) > 0 such that
X(t) <C(z) and y(t) < C(z) for every t > 0.

Proof. The proof results from Proposition 5.2.2, where we proved that for every z :=
(p,y0) € S5, the positive function

Fowo) ot = Lu(®e(0, 10)) (5.4)

defined by

Floy) (1) == aX"g <)§((t)> +y'g (?) + afoe X" /_ 0 g (X(HS)> ds

X*
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is nonincreasing. Consequently, for every ¢t > 0, F(g0)(t) < F(g4,)(0) where
. (900 . (Yo Cpor e [0 [ 0(s)
F(¢7y0)(0> =aX g([l?* +yg E ‘I‘Oéﬁ()e HotT X [Tg ? ds.
Since each term of F{y ) is positive and

lim g(x) = oo,

then there exists a positive constant C'(z) > 0 such that
X(t) <C(2), y(t) <C(z), t=0

(otherwise it would contradict the fact that Fs,0)(t) < Flsy0)(0)). We can then deduce
the result in Sy using Proposition 5.1.9. O

In the following we will call ‘T-periodic solution” any solution that is 7-periodic but
not constant.
Theorem 5.2.4. For every initial condition z € S3 we have

w(z) C {v e S;: Py(v) = Py, (v), VE>0}

i.e. the solution (X,y) goes to a T-periodic or a constant function.

Proof. Let z € Ss3. Using Proposition 5.2.2 and Lemma 5.2.3, we know that L, is a
Lyapunov function on S3 and ®;(w) is a bounded solution such that ®;(w) € S; for
every t > 0. Consequently, with [138, Theorem 5.17], we conclude that w(z) # ) and is
contained in the maximal invariant of
{v:=(0,y0) € S3: Q[ L(Py(v)] =0, Vt > 0}.
We see that (5.3) implies that
X(t—71)=X(t), Vvt=>0,

so w(z) is included in

{'U = (¢73/0> € S3 : (I)f(v> = (I)terT(U)J vt Z 0}7
where &7 is the first component of ®. Consequently X goes to a 7-periodic or constant
function. If it goes to a constant then y as well. If it’s toward a 7-periodic then classical
results (see e.g. [73]) shows that X is in C'[0, c0). Thus, we get
lim [X'(t) — X'(t —7)] =0

t—o00
which implies
Hm [y X (£)y(t) — X (t —7)y(t —7)] =0

hence
Jim [y(t) —y(t+7)] =0
and y goes to a T-periodic which ends the proof. O]

Corollary 5.2.5. For every initial condition z € Sy, the solution (X,y) goes to a T-
periodic or constant function.

Proof. We know that the set Sy is (27,S3)-positively invariant (Proposition 5.1.9). So
taking (¢, yo) € Sz and considering ®o. (¢, yo) € S3 as initial condition instead of (¢, yo),
we can use Theorem 5.2.4 and prove this statement. O
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5.2.4 Number of T-periodic solutions

With the latter result we have the convergence to either one of the equilibria (Ey or
E*) or to a T-periodic solution. A necessary and sufficient condition to get such periodic

solution is the following
vy ng% >1 (5.5)
T

as stated in the next proposition.

Theorem 5.2.6. There is a T-periodic solution of (5.1) if and only if (5.5) is verified.
In this case, the solution is unique and will be denoted by (p,q) € C*(Ry,R2) in the
following.

Remark 5.2.7. By unique, we mean that if there are two periodic solutions (X, y) and
(u,v) in C(R,,R?) then there exists h € [0, 7] such that

(Xv y) = (Thuv Thv)
where 7,u = u(h + .) is the translation operator.

Let us first remind some useful property about the classical Lotka-Volterra ODE mo-
del.

Lemma 5.2.8 ([128], Theorem 1). The solution of

a'(t) = ax(t) — bx()y(t),
y'(t) = cx(t)y(t) — dy(t), (5.6)
(2(0),9(0)) = (2°3°) e R?,

is periodic with some period T'. Define the conserved energy E (through time) of (5.6) by

0 0

E = cxo—d—i-byo—a—aln(lw) —dln(j)
a

= () ()20 o

then the period T depends on E and moreover the function E — T(FE) is strictly increasing
with

lim T(E) = 2 lim T(E) =

BB =7 AT B =

Proof of Theorem 5.2.6. 1f (X, y) is a 7-periodic solution of (5.1) then it is in fact solution

of
{Xw>— (Boe =™ — o) X (1) — 10X (1)), )
y'(t) = anX(t)y(t) —dy(t). '
Suppose that
TV 0Y*Y0

<1,
21
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then, using Lemma 5.2.8, for each initial condition, the solution is periodic with some
period T'. Since the period is strictly increasing, the period must verify
2m 2m
T> = > T,

\/(606_’“)7 — MQ)(S V 5’70y*

which is absurd. If
T _
2m N
then to get T'= 7 one we need to have E = 0, so using (5.7), we get

1

which is equivalent, for (5.8), to
=X Y=y

so the solution is in fact constant and the first implication is thus proved.

Conversely, suppose that (5.5) is verified. Using Lemma 5.2.8, there is a unique energy
E, > 0 such that T'(E,) = 7. Moreover, using (5.7) we can see that there is at least one
initial condition (z°,1°) € R? such that the energy is equal to E,. Thus there is at least
one T-periodic solution (X, y) of (5.8). Besides, every initial condition (z',y') with energy
E. is located on the solution (p, ¢) in the sense that there exists t € [0, 7] such that

(p(t),q(t)) = (=", y").

Consequently there is a unique 7-periodic solution (p, q) of (5.8).
We finally see that (p, q) is also solution of (5.1) which ends the proof. O

We can now be more precise about the attractive set, as stated in the following pro-
position.

Proposition 5.2.9. Let the initial condition z € Ss.
1. If (5.5) is not verified then

w(z) C {E*} U{Eo}:

2. If (5.5) is verified then
w(z) C{E*} U{Fy}US;;

where S, C Sy is the (periodic) positively invariant subset of Sz defined by
ST = {(¢7y0> € S3 :dh e [OvT]v\V/S € [_7_7 0]7¢(S) = p(h +s+ T),yo = Q(h)}

Proof. The result follows easily from Theorem 5.2.4 and Theorem 5.2.6. O

5.3 Around the equilibria

In this section, we first show that the solution cannot converge to Ey and then we
prove that E* is Lyapunov stable.
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5.3.1 Unattractivity of Ej

Since the equilibrium {Ep} is possibly an attractive set, we have to show that it is in
fact not the case.

Proposition 5.3.1. £y is strongly unattractive in S,.

Proof. Suppose by contradiction that there exists z := (¢, y) € Sy such that w(z) = Ej.
Then it would imply that

lim X (t) =0, lim y(t) =0

t—o00 t—o00

and consequently, since
lim g(x) = o0

z—0t

we would have limy_, F{4,4)(t) = oo which contradicts Lemma 5.2.3. O

5.3.2 Local stability of E*
Now we give a result about the non trivial equilibrium.
Proposition 5.3.2. E* is Lyapunov stable.

To prove this result, we need to define the following sets

L,={(¢,y) € Xy : L.(d,y) <n}, 1n>0
B(E*,p) = {(w,y) € R*: |[(w,y) — E*[[> < p}, p >0,
B(E*,p) ={(¢,y) € Xy : |(d,y) — E*|lx < p}, p>0,

and we give two lemmas (see [58, proof of Theorem 1.2] for the idea of such results).

Lemma 5.3.3. For every p > 0, there exists n > 0 such that (¢,y) € L, = (¢(0),y) €
B(E*, p).

Proof. Let p > 0,n7 > 0 and let (¢,,y,) € L,. Thus we have L,(¢,,y,) < 1 so

Vl(¢myn) <, V2(¢myn) <,

$(0) n y U
() e ()

Since ¢ is nonnegative we get

and

and since ¢ is zero only at 1, we obtain

lim ¢,(0) = X7, lim y, =y

n—0 n—0

So considering 1 > 0 small enough we get ||(¢(0),y) — E*||zz < p and (¢(0),y) € B(E*, p).
[
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Lemma 5.3.4. For every n > 0, there exists p > 0 such that B(E*, p) C
Proof. Let n > 0,p > 0 and let (¢,,y,) € B(E*, p) then ||(¢,,y,) — E*||X < p so we get

16p = XX (-rallle <0, 1Yo =y [ < p-

Consequently we have
limy, =y, lim@y(s) = X7, Vs € [-7,0],
and then (5)
Yp\ : ?p(s)\ B
}g(l)g(y)—o, })grg)g(X*>—0,Vse[ 7,0].
Consequently
})E%Vl(ﬁbmyp) =0, ll)i_rf(l) V2(¢payp) =0, fl)i_r)% Vi%(qspayp) = 0.

So, considering p > 0 small enough, we get L.(¢,,y,) <. ]

Proof of Proposition 5.3.2. Let p; > 0, then using Lemma 5.3.3, there exists n > 0 such
that

(¢,y) € Ly = (6(0),y) € B(E", p1)
and using Lemma 5.3.4, there exists p; > 0 such that
B(ﬁ, p2) C L77‘
Let (¢,y) € B(E*, p2) then (¢,y) € L, so (¢(0),y) € B(E*, p1).
Since F(4,) is nonincreasing, then L, is positively invariant, which implies that
(@7 (0, 9)(0), ®{(¢,y)) € B(E", p1), Yt =20,
(where ®¥ is the second component of ®), i.e
(X(t),y(t)) € B(E", pr), Vt = 0.

Consequently
[ X(t) = X7+ |y(t) —y*| < pr, VE20.

Since (¢,y) € B(E*, p2) then we have
16 = X" X—r0illoe + [y = ¥ < p2,
and considering py > 0 small enough, verifying py < p;, we get
1 X — X*X[—r0)lloo + [y(t) =y < p1, VE >0,

that is o
(X, y(t) — E*||x < p1, VE>0

and then -
(I)t<¢7 y) € B(E*7p1)7 Vt Z 0.

We finally have shown that E* is Lyapunov stable, since for every p; > 0 there exists
p2 > 0 such that

(¢.y) € B(E*, p2) = ®4(0,y) € B(E*, p1), Yt > 0.
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We can then conclude of the attractiveness of E* in some case.

Theorem 5.3.5. If (5.5) is not verified, then E* is globally asymptotically stable in Ss
(hence in S ).

Proof. Using Proposition 5.2.9 and Proposition 5.3.1 we get

w(z) = {F7)

for every z € S3. Then the global stability of E* (and E*) in the basin S3 under the
assumption (5.5) is a consequence of Proposition 5.3.2 and Proposition 5.1.9. Using the
same argument as for proving Corollary 5.2.5, we get the global stability in the basin

Ss. [l

5.4 Back to the PDE model

In this section we deduce some stability result for the PDE model (2.1). We consider
the set

X4 = {(z0,50) € LL(Ry) x R, : /OOO zo(a)da > 0}

Theorem 5.4.1. Suppose that E* is globally asymptotically stable in Sy. Under the as-
sumptions made in Section 5.1.1, the equilibrium Es is globally attractive in X4 for (2.1).

Proof. Let (xg,y0) € Xa and (x,y) be the solution of (2.1). We get for every a > 7
x(7,a) > xo(a — 7)e M0 0TM

where M = maxcjo- y(s) < oo. Therefore

/ x(7,a)da >0
and we also have
y(r) > yoe_‘sT > 0.

We can then consider for (5.1) the initial condition z = (¢,y(7)) € X, where
6(0) = [ a(r +6,0)da,

for every 6 € [—7,0]. Since ¢(0) > 0, we can verify by continuity that [ ¢(s)ds > 0
whence z € S;. We supposed that E* is globally stable in Sy (for (5.1)) so we get

lim y(t) = y", lim X (t) = X,

t—o00 t—o00

consequently

Jlim z(t,0) = Jim /60/ z(t,a)da = Jim BoX (t) = PoX™.

T
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Let € > 0, then there exists t* > 0 such that for every ¢ > t*, we have | X(t) — X*| < e.
Hence for t > t* we get

{ Oax(t,a) + Opx(t, a) = —pox(t, a) — YoXireo) (@) z(t, a),
Bo(X™ — &) < x(t,0) < fo(X™ +¢).

We thus have for a <t
Bo(X* —e)e 0% < x(t,a) < fo(X* 4 e)e oo if a € [0, 7],
Bo(X* — g)emroea=m0¥" < x(t a) < Bo(X* + g)e Hotela=Tov" if q € [1,¢].
We know that Fy = (z*, y*) must satisfy the following system

z*(a) = z*(0)e” [ w(s)ds—y* [ y(s)ds.
2*(0) [ 1= 57 Blaye Jo ooy [0 ga | o,
y* o 57 v(a)2*(a)da — 6] = 0.
We readily see that y* is the same for (2.1) and (5.1) i.e.

. Poe M7 — pig

Yo
Moreover we have
v*(a) = x*(0)e Ho® * %f a € 0,7,
z*(0)e Hote™0v (@=T) if g > 7
so that ~
ayox"(0) / e roteT 0V (0T g = §
whence

* 0 T * *
z*(0) = Tweuo (o +0y") = Bo X

It is then clear that

Jim z(t,a) = z*(a)

for every a > 0 and the result follows. O]
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Annexe A

Quelques rappels

Nous faisons dans cette annexe quelques rappels concernant les opérateurs non bornés
et les semigroupes. On rappelle des résultats de compacité et de positivité puis le principe
du maximum fort de Hopf.

A.1 Quelques propriétés spectrales des opérateurs
non bornés

Soient (X, ] - ||x) un espace de Banach et
A: DA CX =X
un opérateur linéaire non borné sur X'. On dit que A est fermé si son graphe
I'(A) :={(u, Au) : w € D(A)}
est fermé dans X x X. Cette propriété se traduit aussi par

Proposition A.1.1 ([16] Théoreme 2.1, p. 5). Un opérateur A est fermé si et seulement
si, pour toute suite (x,),>1 C D(A) telle que lim, v x, = x € X et lim,_, o Az, =
ye X, onazx e D(A) et Ax =y.

Lorsque A est fermé, alors D(A) muni de la norme du graphe
[ullpeay = llullx + [ Aull 2
est un espace de Banach.

Définition A.1.2. Un sous-espace D de D(A) est appelé un ceur de A si D est dense
dans D(A) pour la norme du graphe.

Soit
A: DA CX - X

un opérateur fermé.
On appelle ensemble résolvant de A ’ensemble

p(A) :={A e C,\— A: D(A) — X est bijectif}.
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Son complémentaire dans le plan complexe est appelé le spectre de A et sera noté o(A).
On notera que, si A € p(T'), 'inverse

RMNA) =\ — A

est défini sur tout I'espace X et est fermé. Par le théoréme du graphe fermé, il est borné,
ie.

R\ A) € £(X),

ou L(X) désigne I'ensemble des opérateurs bornés sur X. Cet opérateur est appelé la
résolvante de A au point A. L’ensemble résolvant p(A) est un ouvert du plan complexe et
I’application

p(A) 3 A RN A)

est analytique sur chaque composante connexe de p(.A4). La résolvante satisfait a I’équation
fonctionnelle suivante dite identité de la résolvante

R(AA) = R(p, A) = (n = NRN, A R(p A), - A€ p(A).

Le spectre de A est donc un fermé de C. Lorsque A est borné, o(A) est un compact non
vide et on appelle alors rayon spectral de A le nombre

ro(A) :=max{|\| : A € 0(A)}.
On définit également la borne spectrale de A par
s(A) :=sup{ReA: A € a(A)},
qui permet de définir le spectre périphérique
oi(A):={Ae€a(A):Rel=s(A)}.
Un sous-ensemble important du spectre est le spectre ponctuel
p(A) = {\ A —A: D(A) — X n’est pas injectif}.

Un élément de 0,(.A) est dit wvaleur propre de A et il lui correspond alors un vecteur
D(A) 5 x £ 0 tel que (A — A)x = 0 que 'on appelle vecteur propre (ou fonction propre
lorsque X est un espace de fonctions) correspondant a A.

Un élément p € o(A) est dit isolé sl existe une série de Laurent autour de p :

+o0

A=A = Y (- )T

n=—oo

ou

1 (A=A
(@:—f/g————dx Vi
2imw Jo (A — p)ntt ne

avec C' un chemin positivement orienté centré en p. On dit que p est un pole de la
résolvante s’il existe k > 0 tel que U_, # 0 et U_, = 0 pour tout n > k. Dans ce cas,

k est appelé ordre du pdle et u est une valeur propre de A. On appelle alors multiplicité
algébrique de p le nombre

m, := dim (ker(,u — A)k) < +o0.
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A.2 Quelques propriétés spectrales des semigroupes

Dans cette section, nous rappelons quelques résultats concernant la théorie des semi-
groupes. On pourra consulter les livres de Hille et Phillips [77], Pazy [115], Nagel et al
[113] ainsi que celui de Engel et Nagel [45] pour plus d’informations.

Définition A.2.1. Soit {T(t)}:>0 une famille d’opérateurs linéaires bornés de X. On dit
que {T'(t) }1>0 est un Co-semigroupe si les conditions suivantes sont satisfaites :

1. T(0) = Idx (I'opérateur identité dans X ) ;
2. T(t+s)=T()T(s) pour tout t,s > 0 (propriété de semigroupe).
3. 0 <t T(t)x est continue pour tout x € X (continuité forte).

On utilisera la notation {e"};59 ou {T4(t)}i>0 pour désigner le semigroupe généré
par A (si aucune confusion n’est possible, on s’autorisera la notation {T°(t)}:>¢). On peut
donner une majoration de la norme du semigroupe avec la

Proposition A.2.2 ([115] Théoreme 2.2, p. 4). Soit {T'(t) }+>0 un Co-semigroupe. Alors il
existe deux constantes w > 0 et M > 1 telles que |T(t)|| < Me**, pour tout t € [0, +00).

Définition A.2.3. Si, dans la majoration précédente, on a w = 0, alors le semi-groupe
est dit uniformément borné. Si de plus M =1, on a un Cy-semigroupe dit de contraction,
sinon on dira seulement de quasi-contraction.

Pour tout Cy-semigroupe {T'(t)}+>0, on peut associer son générateur infinitésimal (ou
juste générateur) défini par
T(t)x —
A = tig T2

t—0

de domaine
T(t)xr —

’ existe}.

D(A) := {mGX:li_r}ré

On peut vérifier que l'opérateur A ainsi défini est fermé et a domaine dense. On énonce
maintenant le théoréme de Lumer-Phillips (voir e.g. [115, Théoreme 4.3, p. 14]) permet-
tant de vérifier qu'un opérateur est bien un générateur. Il requiert auparavant la notion
de dissipativité.

Définition A.2.4. Un opérateur linéaire A : D(A) C X — X est dit dissipatif si, pour
tout x € D(A) et tout X\ >0, on a ||(A — A)zx| > \||z].

Théoréme A.2.5 (Lumer-Phillips). Supposons que A est a domaine dense. S’il existe
w >0 tel que (wl — A) soit dissipatif et s’il existe \g > w tel que (Aol — A) soit surjectif,
alors A est le générateur infinitésimal d’un semigroupe {T'(t) }+>0, qui satisfait ||T'(t)] <
e“t pour tout t > 0.

On remarque que la résolvante R(\,.A) peut s’écrire comme transformée de Laplace
du semigroupe :

R(\, A) = / T e NT(1)ds

0
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pour tout Re A > wy(A), ou

(T (O z0) 1= tim DU

est le type (ou tauz de croissance) de {T'(t)}+>0, que 'on note également wy(.A) puisqu’il
y a une correspondance entre les semigroupes et les générateurs.

Définition A.2.6. On note K(X) le sous-espace de L(X) composé des opérateurs com-
pacts sur X, c’est-a-dire qui envoie toute partie bornée de X sur une partie relativement
compacte de X (dont l’adhérence dans X est compacte). On définit la norme essentielle
de L € L(X) par

L = inf ||L — Kl||».
D Lt
L’espace quotient L(X)/IC(X) est appelé Algébre de Calkin et est une algébre de Banach
unitaire lorsqu’on la munit de la norme ||L|| = || L|ess 0% L = L + KC(X).

Définition A.2.7. Soit {T'(t) }1>0 un Co-semigroupe de générateur infinitésimal A. Alors
on définit le taux de croissance essentiel ou (type essentiel) de A (et de {T(t)}i>0) par

e ([ T() [less)
Wess({T'(t) }i20) := lim —

t——+o0
que l'on notera aussi wess(A). Les deux théoremes suivants, démontrés par Engel et
Nagel [45], donnent d’une part une caractérisation du type essentiel par le type et la

borne spectrale et impliquent d’autre part I'invariance du type essentiel par tout opérateur
compact.

Théoréme A.2.8 ([45] Corollaire IV. 2.11, p. 258). On a
1. wo(A) = max{wess(A), s(A)};

2. pour tout w > wess(A), 'ensemble o, = {\ € o0(A), Re\ > w} est formé au plus de
valeurs propres isolées de multiplicité algébrique finie.

Théoréme A.2.9 ([45] Proposition IV. 2.12, p. 258). Pour tout opérateur K € IC(X),
0N @ Wess (A + K) = Wess(A).

Afin de montrer par exemple le comportement exponentiel asynchrone d’un semi-
groupe, on donne la définition suivante.

Définition A.2.10. Soit {T(t)}1>0 un Cy-semigroupe généré par lopérateur A. On dit
que A (ou {T(t)}i1>0) a un gap spectral si

Wess (A) < wo(A).
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A.3 Résultats de compacité (faible)

D’apres la Définition A.2.7 et le Théoreme A.2.9, on voit que les opérateurs compacts
jouent un réle fondamental pour déterminer le type essentiel. Un moyen classique de
montrer la compacité (forte) d'un opérateur dans les espaces LP est le théoreme de Riesz-
Fréchet-Kolmogorov ([160, Théoreme X.1, p. 275]).

Théoréme A.3.1 (Riesz-Fréchet-Kolmogorov). Soit B un ensemble borné de LP(R™) avec
p € [l,+00) et n > 1. Alors B est relativement compact si et seulement si on a

1. }LiII(I)HThf — fller®ny = 0 uniformément sur B, ot 7, f est la translation de f par h,
—
i.e. f(x) = f(x —h);

: N . )
2. Tll)grnoo Jizpsr | (@)|Pdz = O uniformément sur B.

Lorsque la résolvante d’un opérateur est compacte, on peut étre plus précis quant a
son spectre.

Théoréme A.3.2 ([45] Corollaire IV. 1.19, p. 248). Si A est d résolvante compacte alors
le spectre de A est composé (au plus) de valeurs propres isolées de multiplicité algébrique

finie.
Pour montrer la compacité de la résolvante, on donne I’équivalence suivante.

Théoréme A.3.3 ([45] Proposition II. 4.25, p. 117). Soit (A, D(A)) un opérateur sur X
avec p(A) # (0 alors A est a résolvante compacte si et seulement si l'injection canonique
i:(D(A), ] -||la) = X est compacte.

De plus, on peut énoncer le théoreme de Rellich-Kondrachov (voir [46] Théoreme 5.7.1,
p. 272), qui permet d’avoir la compacité de 'injection canonique dans certains cas.

Théoréme A.3.4 (Rellich-Kondrachov). Soit Q@ C R un ouvert borné. Alors l'injection
canonique

i WhH(Q) — LYQ)
est compacte.
Dans le cadre L', la notion de compacité faible joue un role clé.

Définition A.3.5. Un ensemble borné est dit faiblement compact s’il est compact pour
la topologie faible. De plus, l'opérateur A € L(X) est faiblement compact s’il envoie tout
borné de X sur un ensemble relativement faiblement compact de X (dont l’adhérence dans
X est faiblement compacte).

Dans le cadre L', on donne une caractérisation plus précise d’ensemble relativement
faiblement compact.

Théoréme A.3.6 ([156], Section 4). Soient I C R et U C L*(I). Alors U est relativement
faiblement compact si et seulement si

e sup f;|f(s)|ds < +o00;
feu
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e lim sup [ f(s)ds =0;
C_H_OOfGB fc f( )

e lim su s)ds = 0.
IEHOfeg fE f( )

Une propriété importante des opérateurs faiblement compacts est la suivante.

Théoréme A.3.7 ([41] Corollaire VI.13. p. 510). Si A est un opérateur faiblement com-
pact de L alors 'opérateur composé A? est compact.

A.4 Quelques résultats de positivité

Cette section concerne la positivité des opérateurs et des semigroupes. On se place
dans toute cette section dans I'espace

X = L0, p)
ou (£2, p) est un espace mesuré avec @ C R™, n > 1. On notera
Xy ={feX: f(x) >0pp. e}

le comne positif de X' et X’ le dual de X', puis on dénote par (.,.) le crochet de dualité entre
L' et L>™. Pour f € X, la notation f > 0 signifiera f € X, et f # 0.

Définition A.4.1. Soient A € L(X) un opérateur et {T'(t)}t>0 un Cy-semigroupe. On
dit que

~

. A est positif s’il laisse le cone positif Xy invariant. On le notera A > 0 ;
2. {T'(t)}+>0 est positif si chaque opérateur T'(t) est positif ;

3. A est strictement positif (‘positivity improving’) si, pour chaque f € X, f > 0 et
re X', x>0,o0nal{Af x)>0:ilenvoie les fonctions positives non identiquement
nulles sur des fonctions strictement positives presque partout ;

4. A est irréductible si, pour chaque f € X, f >0 etx € X', x > 0, il existe un entier
n tel que (A"f,x) > 0;

5. {T(t) }+>0 est irréductible si, pour chaque f € X, f >0 et x € X', x > 0, il existe
t >0 tel que (T'(t)f,z) > 0.

Voici quelques résultats faisant le lien entre ces définitions.

Théoréme A.4.2. Soit {T(t)}>0 un Cy-semigroupe sur X de générateur A. Alors le
semigroupe est positif (respectivement irréductible) si et seulement si, pour \ assez grand,
la résolvante R(\,A) est positive (respectivement strictement positif) ([29], p. 165). De
plus, A est irréductible si et seulement s’il n’existe pas de sous-espace de la forme

L'Q), QcQ 0<|Q <|Q
qui soit invariant par A ([108], p. 101).
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Pour un opérateur positif dans L', son type est donné par :

Théoréme A.4.3 ([45] Théoreme VI.1.15, p. 358). Supposons que A soit générateur
infinitésimal d’un Cy-semigroupe positif dans X. Alors

wo(A) = s(A).
Plusieurs propriétés sont également vraies pour les opérateurs positifs.

Théoréme A.4.4 ([108], Théoreme 5.1, p. 102). Supposons que A est un opérateur li-
néaire positif borné. Alors r,(A) € o(A).

L’analogue de cette propriété pour les opérateurs non bornés est le suivant.

Théoréeme A.4.5 ([29], p. 202). Soit {T'(t)}i>0 un Co-semigroupe positif sur X, de gé-
nérateur A. Alors la borne spectrale de A vérifie

s(A) € o(A),
a condition que o(A) # ().

Pour donner une indication sur la borne spectrale d’'un opérateur, on peut utiliser les
deux théoremes suivants.

Théoréme A.4.6 ([113], Proposition 2.5, p. 67). Pour A > s(A), on a

1

(A=A =

Théoréme A.4.7 ([34], Théoreme 3). Supposons que A soit un opérateur linéaire positif.
Si A est compact et irréductible alors

ro(A) > 0.
On a alors :

Corollaire A.4.8. Soit A € L(X) un opérateur linéaire positif. Si A est faiblement
compact et strictement positif alors

ro(A) > 0.

Preuve : Comme A est faiblement compact alors A? est compact par le Théoréme
A.3.7. Le fait que A soit strictement positif implique que A 'est également. Ainsi, en
utilisant le Théoreme A.4.7, on obtient

re(A%) >0

et ainsi

ro(A%) = (r6(A))* > 0

ce qui montre le résultat. U
Pour comparer le rayon spectral de deux opérateurs, on peut faire appel au résultat
suivant, di a Marek.
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Théoréme A.4.9 ([102], Théoreme 4.3). Soient Ay et Ay deuz opérateurs linéaires bornés
et positifs tels que

.Al S .AQ, Al 7é -/42-

On suppose que As est irréductible et a puissance compacte, alors ro(A;) < r,(As).

On donne a présent une formule permettant de calculer la résolvante d'un opérateur
positif perturbé

Théoréme A.4.10 ([148] Théoreme 1.1). Soient A et B deux opérateurs linéaires positifs
avec B: D(A) C X — X. Pour A > s(A+ B) on a

R\, A+ B) = RO\, A) + R\, A) S (BR(A, A))
n=1

A.5 Formule de Duhamel

Définition A.5.1. On appelle solution mild du probléme de Cauchy (1.9), toute fonction
continue u : [0, +oo[— X qui satisfait la formule de Duhamel

mwzfumwng@—gﬂmﬁm&

Théoréme A.5.2 ([115], Théoreme 6.1.4, p. 185). Soit f : X — X wune fonction lo-
calement lipschitzienne sur X. Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semigroupe
{T(t)}1>0 sur X, alors, pour toute condition initiale uy € X, il existe tpax < +o00 tel
que le probléme (1.9) admet une unique solution mild u € C([to, tmax), X). Si, de plus,
tmax < +00 alors limy_y; . ||u(t)]|x = +o0.

A.6 Théoreme de Lax-Milgram

Théoréme A.6.1 (Lax-Milgram). [[22], Corollaire V.8, p. 84/
Soit H un espace de Hilbert réel ou complexe muni de son produit scalaire {-,-) de norme
associée notée || - ||. On suppose que a(-,-) est une forme bilinéaire qui est

1. continue sur H x H, c’est-a-dire qu’il existe ¢ > 0 tel que pour tout (u,v) € H? :
|a(u, v)| < cfull[[v]| ;

2. coercive sur H (ou H-elliptique), i.e. qu’il existe o > 0 tel que pour tout uw € H :
a(u,u) > affull?,

puis que L(-) est une forme linéaire continue sur H. Alors il existe une unique fonction
u de H telle que l’équation

Re (a(u,v)) = L(v)

soit vérifiée pour tout v € H.
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A.7 Principe du maximum

On rappelle dans cette section le principe du maximum fort de Hopf. Soit u € C?|a, b]
une fonction qui satisfait 'inégalité

v+ g(x)u + h(z)u >0, z € (a,b).

On suppose que h < 0 et que g et h sont bornées sur tout sous-intervalle de (a,b). On
a ainsi les deux théoremes suivants, qui donnent une propriété quand le maximum de la
fonction w est atteint respectivement a l'intérieur de (a,b) ou sur le bord.

Théoréeme A.7.1 ([124], Théoreme 3, p. 6). Sous les hypothéses précédentes, si u atteint
son mazimum M >0 en un point ¢ € (a,b), alors u(x) = M pour tout x € (a,b).

Théoréme A.7.2 ([124], Théoréme 4, p. 7). On suppose les hypothéses précédentes, que u
est une solution non constante qui posséde une dérivée a droite en a et une dérivée a gauche
en b. Siu atteint son mazimum (positif ou nul) en a et si la fonction g(x) + (x — a)h(z)
est minorée en x = a, alors u'(a) < 0. De méme, si u atteint son mazimum en b et si la
fonction g(x) — (b — z)h(z) est majorée en x = b, alors u'(b) > 0.
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Compléments techniques au
Chapitre 2

On donne dans cette section quelques compléments permettant de montrer que I'opé-
rateur A4 défini dans la Section 2.2.2 est bien générateur d’'un Cy-semigroupe.

Proposition B.1. L’ensemble D(A) est dense dans X.

Preuve : On se sert de [11, Lemme 2.2] pour la preuve. On pose

—+00

U={seL'(®): ¢ +po e L'RY) et 6(0) = [ o(a)3(a)da)
puis on définit I’ensemble
E={¢ € L'R*) : supp(¢) C [0, +00)}

qui est dense dans L'(R™). Ainsi, il suffit de montrer que U est dense dans E. Soit ¢ € E.
Le but est de construire une fonction de U qui va converger vers ¢.

Soit m < +o0 tel que ¢(a) = 0 pour tout a € (m, +00), qui existe par définition de E.
Pour tout n € (0,m) ,on définit

| ¢la) si a>n

et
B 0 si a>mn,
¢n(a>_{1—a/n si 0<a<nm.

On définit la fonction g, := ¢, + €, ou €, est un réel a déterminer pour que g, € U.
Vérifions que g, € WHH(RT). On a

[e'e) n +00
) on@lda = [T1o0n) + &1 = a/mlda+ [ |6(a)da
< nlem)] +ney + [0l L1 @e) < +00.
Ainsi g, € L*(R.), puis on calcule

r

gy
da

oo / / 1 oo /
da= [ 10 (@) +e@lda = [ ldat [T 10/ (0) da

< 1 ¢l < +oo
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Par conséquent, g, € WH(R,) et il faut ensuite que

20 = [ B@gfa)da & 6(0)+ 0 = [ Ha)g(a)da

S o)+ = [ @ (6, + ey (a) da
)

> B(a)gy(a)da — d(n)
L Iy~ Bla)i(a)da

S 6=

Par convergence dominée, on montre que

—+00

lim Yy(a)B(a)da = 0.

n—0Jo

Par conséquent, il existe ny < m tel que, pour tout n < 7, on a

+0o0
0< [ vy(@)Bla)da <172
Ainsi, pour tout n € [0,19), €, est bien défini et on a

|@n | L1y | Bl Loty + [0(1)]

&y < 5
! 1~ 5" ¢y(a)B(a)da
puis
el < 2 ([l @) 1Bl sy + 10(0)]) < +o0.
La fonction 1 +— ¢, est donc bornée sur [0,7]. De plus lim, o ||¢, — ¢l = 0 et
lim, o ||¢y]|zr = 0. Ainsi lim, o ||€,9y]| 2 = 0 et donc lim,_¢ ||g, — ¢||z2 = 0. Par consé-
quent, U est dense dans E qui est dense dans L'(R™). O

Proposition B.2. [] existe \g > ||5]| =~ — 1o tel que A — \oI est dissipatif.

Preuve : On se sert de [153, Proposition 3.8, p. 89] dans lequel Webb utilise la notion
d’opérateur accrétif (A est accrétif si et seulement si —.A est dissipatif). On sait que
A — Aol est dissipatif si et seulement si, pour tout z € D(A) et tout A > 0, on a
A\ — Az + Aoz||x > A||z||x-
Soient (¢, z) € D(A) et A > 0. On veut montrer que
16+ A+ 14 A0)dllLiwe) + (6 + A+ Ao)z| = Al|dllr ) + |2])

pour un g > 0 assez grand. Il suffit en fait de vérifier que [|¢' + (A + p + Xo) @[ 11wty >
M@l L@ty On pose 1 = ¢' 4 (A + p + Ag)¢ et, apres intégration, on obtient

é(a) = B(0)e” Jo Ot 2otu(rdr /“w(s)e— S Ot Xotpu(r)dr g
0
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avec ¢(0) = [ ¢(a)B(a)da. En intégrant par rapport a a, on obtient la majoration
suivante :
+00
||¢||L1(R+) S ¢(O)/ _f (AXo+p(r drda+/ / ()\-i-)\o-i-u(r )drdsda
0
< $(0) /+ a(A+Ao-+o0) da+/ / (5= t40) g5 g
B 0
¢(0) teo A+A O A
< — +/ g)esF 0+#0)/ e~ @A Frotmo) 14 ds
A+ >\0 + Mo 0 w< ) s
@22 [| 8]z + [[]] 2
B A+ Ao+ 1o

Par conséquent, on obtient

[Pllr = (A Ao + o = [1BllL=) ¢l = All ]l s

lorsque Ao > || 5]z~ — to- O
Proposition B.3. [l existe wy > || 8| — po tel que, pour tout A > wy, opérateur A\ — A

est surjectif.

Preuve : On se sert de [117, Lemme 4, p. 76] et on procéde par analyse-synthese. Soit
(p,2) € X et A > 0. Si A\ — A est surjectif, alors il existe (¢),y) € D(A) tel que

(CAN R
=4 <y> - <Z> ’
c’est-a-dire

{ HOAWY =9 o D) = p0)e FOHI gl Oy
z .
A+dy=2 & y= s
On a bien y € R car z € R et \,d > 0. De plus, on veut que ¥(0) = [;F* B(a)(a)da, ce
qui est équivalent a

w(0) = [ Bta) [p0)e KO 1 [* gm0 4] o,

Posons la fonction u .
Gy:aw— / o(s)e” J{ Otntrndr g g
0

et le réel

+OO a
F\ = / Bla)e” Jo Otdr g
0

Alors I’équation précédente est équivalente a

OB -1+ [ B@)Gla)da =0

d’ou
~ §(a)Gr(@)da

w(o) = & o
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On considere alors la fonction

f}\ . fo-i-oo 51(16)?‘)\(%)6&&6_ foa()\+u(s))ds + G,\(a).
— L'x

Par conséquent, fy est solution de la premiére équation de (B.1) et vérifie

+oo
£r(0) = /0 B(a)fr(a)da.
Il ne reste donc plus qu’a montrer que fy, € WHH(R™T). Puisque

Bla)e™ Jo OrHIr < g(a)
qui est indépendant de A et limy_, . B(a)e” Jo Otuts)ds _ 0, donc par convergence do-
minée, on obtient limy ., F) = 0. De plus, comme F) > 0 pour tout A > 0 alors il
existe wy assez grand tel que pour tout A > wy on a F)\ < 1. Par conséquent, pour tout
A > wo, fr(a) > 0 pour tout @ > 0 et f) est bien définie.
De plus, on a

o] +o00 a a
/ |G(a)|da :/ / qb(s)e*fs WIN g5 dg,
0 o Jo

IN

+oo +oo
/ () / (5= 0+ ) Ja s
0 s

+oo
[0y, < lol
0 A+ o A+ o

< 400
On a ainsi G, € L'(R") et

20 B(u)Ga(w)du [ e” Jo Otutsds g,

Il < 2 — +1G o
Donc
20 B(u)Gy(u)du MireNrm
Hf/\HLl < 0 6( ) )\( ) + HG)\HLl < HBHL || >\||L + HG)\HLl < +o0.

(1= F\) (A + o) (1= Fx) (A + o)

Ainsi, fy € LY(R") et comme (A + u)fy + fi = ¢ alors on arrive a

ANz sy < Nl@lloe+ (A + lellzoe) [ 2]l < +o0.

Finalement (fy,y) € D(A). O

La génération d'un Cy-semigroupe se montre grace au théoreme de Lumer-Phillips. La
positivité du semigroupe se démontre en utilisant le Théoreme A.4.2 ol on est ramené a
montrer la positivité de la résolvante de A. On se sert ensuite de la preuve de la Proposition
B.3 ou l'on a vu que, pour A assez grand, on a y > 0 et fy(a) > 0 pour tout a > 0 des

que (¢,2) € Xs.
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Résumé

Dans cette thése nous regardons plusieurs modéles de populations structurées s’écrivant a 1’aide
d’équations de transport. Le caractére bien-posé ainsi que la positivité des solutions sont montrés de
maniére systématique au sens des semigroupes dans un cadre L'. Un premier travail est consacré a
un systéme de type proie-prédateur structuré en age. Une étude de stabilité des équilibres nous per-
met de fomuler explicitement un seuil d’extinction ainsi qu’un seuil pouvant amener & ’explosion des
populations. On obtient numériquement la possibilité d’un cycle limite ainsi que la convergence vers
un équilibre de coexistence des populations. Dans un cas particulier, ce modéle se réécrit comme un
systéme différentiel a retard. A 1'aide de fonctionnelle de Lyapunov, on montre la stabilité globale de
cet équilibre sous certaines conditions. On étudie également deux modéles structurés en taille, issus
de la dynamique cellulaire. L’un est composé de deux équations de transport ot la cellule peut étre
soit proliférante soit quiescente; et le deuxiéme est une équation de type transport/diffusion avec des
conditions aux bords de Feller. On vérifie & chaque fois I'irréductibilité du semigroupe puis des argu-
ments de faible compacité L' nous donnent l'existence d’un ‘gap spectral’ sous certaines conditions.
On démontre ainsi dans certains cas la croissance exponentielle asynchrone du semigroupe.

Mots-clés : équations de transport, de transport-diffusion et & retard, modéles structurés en age
et en taille, asynchronicité, stabilité, dynamiques cellulaires, interactions proie-prédateur, conditions
aux bords de Feller, compacité faible L', gap spectral.

Abstract

In this thesis we look at some structured populations models described with transport equations.
The well-posedness and the positivity of the solutions are systematically shown in the semigroups set-
ting in a L' framework. A first work is dedicated to a age-structured predator/prey system. A stability
study of the equilibria allow us to give explicit formulations of an extinction threshold and an threshold
which can lead to explosion of solutions. We numerically obtain the possibility to get a limit cycle and
the convergence to a coexistence equilibrium of the populations. In a specific case, this model rewrites
as a delay differential system. Using Lyapunov functional, we show the global stability of this equi-
librium under some assumptions. We also study two size-structured models that come from cellular
dynamics. The first one consists on two transport equations, where the cell can either proliferate or
be quiescent, and the second one is a transport/diffusion equation with Feller boundary conditions.
We check each time the irreducibility of the semigroupe then some weak compactness arguments in
L' imply the existence of a ‘spectral gap’ under some assumptions. We thus prove in some cases the
asynchronous exponential growth of the semigroup.

Keywords : Transport, transport-diffusion and delay equations, age and size structured models,
asynchronicity, stability, cellular dynamics, predator-prey interactions, Feller boundary conditions,
weak compactness in L', spectral gap.

MSC 2010 : 35B35, 35B40, 47D06, 656MO08, 92D25, 92C37.
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